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内 容 提 要 


本 书 是 编者 在 《微分 方程 数值 解法 》( 第 二 版) 的 基础 上 修订 而 成 的 。 本 次 修订 的 宗旨 
加 强 方法 及 其 应 用 , 考虑 到 不 同 院 校 的 需要 , 仍然 保留 常 微分 方程 数值 解法 这 一 章 。 为 了 更 方 
便 教 学 , 采取 先 介绍 有 限 差分 法 , 后 介绍 Galerkin 有 限 元 法 , 去 掉 原来 的 第 七 章 , 将 离散 方程 
的 有 关 解 法 与 燃 圆 方程 的 差分 法 和 有 限 元 法 合并 , 同时 增设 了 一 些 数值 例子 , 适当 删 减 部 分 
理论 内 容 , 突出 应 用 , 降低 难度 。 本 书包 括 六 章 , 第 一 章 为 常 微分 方程 数值 解法 , 第 二 章 至 第 
四 章 为 权 圆 、 抛物 和 双人 则 偏 微分 方程 的 有 限 差分 法 , 第 五 章 、 第 六 章 为 Galerkin 有 限 元 法 。 

本 书 是 为 信息 与 计算 科学 专业 编写 的 教材 , 也 可 以 作为 数学 与 应 用 数学 、 力 学 及 某 些 工 
程 科学 专业 的 教学 用 书 , 对 于 从 事 科 学 技术 、 工程 与 科学 计算 的 专业 人 员 也 有 参考 价值 。 
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微分 方程 数值 解法 在 数值 分 析 中 占有 重要 的 地 位 , 它 以 逼近 论 、 数 值 代数 等 
学 科 为 基础 , 反 过 来 又 推动 这 些 学 科 向 前 发 展 。 微 分 方程 数值 解法 在 科学 计算 、 
工程 技术 等 领域 有 极其 广泛 的 应 用 。 自 上 世纪 40 年 代 以 来 , 它 已 发 展 成 一 门 庞 
大 的 计算 技术 学 科 , 并 早已 列 为 原来 计算 数学 和 应 用 数学 专业 的 基础 课 之 一 。 与 
此 同时 , 国内 外 出 版 了 不 少 有 关 专 著 和 教材 。 在 我 国 , 编者 受 上 海 理科 教材 会 议 
(1977 年 ) 委托 , 于 1980 年 与 冯 果 忱 合作 为 计算 数学 专业 编写 出 版 过 第 一 本 教材 
《微分 方程 数值 解法 》, 1989 年 修改 后 出 版 了 第 二 版 , 1996 年 经 编者 较 大 修改 后 
又 出 版 了 第 三 版 。1998 年 高 校 专业 目录 有 了 调整 , 原 计算 数学 专业 更 名 为 信息 
与 计算 科学 专业 , 教学 计划 和 内 容 也 有 些 改 变 (如 有 些 院 校 建议 将 常 微分 方程 数 
值 解法 合并 到 带 近 论 中 去 讲 ) 。 编 者 根据 新 情况 , 特别 是 微分 方程 数值 解法 的 新 
进展 , 于 2005 年 编写 出 版 了 《 偏 微分 方程 的 数值 解法 》( 高 等 教育 出 版 社 )。 原 以 
为 这 就 可 以 满足 本 专业 的 需要 了 , 但 实际 上 , 设 有 信息 与 计算 科学 专业 的 院 校 分 
布 面 很 广 , 不 少 院 校 , 主要 是 一 些 非 理科 院 校 仍 采用 《微分 方程 数值 解法 》( 第 三 
版 ), 将 常 微 分 方程 和 偏 微分 方程 的 数值 解法 并 为 一 门 课 讲授 。 

第 三 版 出 版 以 来 , 又 过 去 了 十 二 年 , 笔者 在 教学 实践 中 感到 这 个 版 本 仍 有 不 
少 缺 点 。 例 如 原 书 在 应 用 方面 强调 不 够 , 特别 是 缺少 说 明 方 法 应 用 的 例子 。 再 如 
原 书 内 容 虽 已 做 过 精 选 , 但 一 些 院 校 反映 内 容 仍然 偏 多 ,给 教学 带 来 一 定 困难 。 
我 希望 趁 这 次 再 版 机 会 , 对 这 些 问题 尽 可 能 加 以 补正 和 调整 。 首 先 , 选材 以 方法 
为 主 , 指出 方法 如 何在 实际 中 应 用 , 并 有 针对 性 地 选编 了 一 些 数 值 应 用 例子 。 为 
此 我 们 还 参考 了 J_ W. Thomas 的 书 : Numerical Partial Differential Equations 
(1995)。 其 次 , 对 原 书 的 理论 部 分 (如 收敛 性 和 误差 估计 ) 做 了 适当 删 减 , 这 些 内 
容 在 原 书 中 也 不 属于 必 学 范围 。 第 三 , 在 体系 上 我 们 也 做 了 较 大 变动 , 将 差分 法 
放 在 Galerkin 有 限 元 法 前 面 , 删 去 原 书 第 七 章 离散 化 方程 的 解法 , 将 主要 解法 与 
椭圆 方程 差分 法 及 有 限 元 法 各 章 合并 。 这 样 调整 后 也 许 更 便于 教学 。 

本 书 选 材 的 基本 原则 是 少 而 精 和 可 接受 性 , 力求 选材 基本 , 以 及 涵盖 对 本 学 
科 发 展 有 重要 影响 的 内 容 。 由 于 我 国 开设 信息 与 计算 科学 专业 的 院 校 很 多 , 各 院 
校 的 情况 和 要 求 差别 又 很 大 , 所 以 教师 在 讲授 时 可 根据 情况 适当 删 减 部 分 内 容 ， 
除 文中 打 星 号 的 节 外 , 其 他 部 分 也 可 进一步 精 减 , 只 要 无 损 于 书 的 整体 结构 。 

这 次 修订 编者 虽然 付出 了 不 少 努力 , 但 一 定 还 有 不 少 缺 点 甚至 错误 , 望 广大 
师 生 和 读者 指正 。 最 后 我 要 感谢 帮助 过 本 书 成 书 的 同志 。 大 连理 工大 学 吴 微 同 


了 路 


“ II， 前 


志 从 工科 角度 提出 过 一 些 有 益 意见 。 数 值 例子 是 由 吉林 大 学 宫 成 春 同志 ,研究生 
康 丰 恒 、 昌 超 、 黄 冬 冬 等 计算 完成 的 。 研 究 生 郭 玉 坤 帮 有 我 把 手稿 输入 计算 机 。 高 
等 教育 出 版 社 张 长 虹 编 辑 为 本 书 出 版 和 编辑 加 工 付 出 了 辛勤 劳动 。 谨 此 对 以 上 
各 位 同志 表示 谢意 ! 


李 荣 华 
2008 年 8 月 22 日 于 长 春 
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第 一 章 “” 间 微分 方程 初 值 问题 的 
数值 解法 


81 3 引 论 


1.1 一 阶 常 微 分 方程 初 值 问题 
设 Fu) 在 区 域 G :0 入 i 乏 Tv < ee 上 连续 , 炒 ，= vt 满足 


(1.1.1)1 沁 = tu,0<t 入 了 
(5 &u(0) = tu0， 


其 中 wo 是 给 定 的 初 值 , 这 就 是 一 阶 常 微 分 方程 的 初 值 问 题 . 为 使 问题 (1.1.1)i-。 
的 解 存 在 、 唯 一 且 连 续 依赖 初 值 wo, 即 初 值 问 题 (1.1.1)1~。 适 定 , 还 必须 对 右 端 
FLtu) 加 适当 限制 , 通常 要 求 上 关于 满足 Lipschitz 条 件 : 存在 常数 工 , 使 


[1 人 FU) 一 (二 ti| 委 元 |ua 一 za| 


对 所 有 te [0,T] 和 ww e (-co,+oo) 成 立 (参看 由). 本 章 总 假定 三 满足 上 述 
条 件 . 

虽然 初 值 问题 (1.1.1) -> 对 很 大 一 类 右 端 郧 数 有 解 , 但 求 出 所 需 的 解 绝 非 易 
事 . 事实 上 , 除了 极 特 殊 情 形 外 , 人 们 不 可 能 求 出 它 的 精确 解 , 只 能 用 各 种 近似 方 
法 得 到 满足 一 定 精度 的 近似 解 . 读者 在 常 微 分 方程 教程 中 已 经 熟悉 了 级 数 解法 
和 Picard 这 步 逼 近 法 , 这 些 方法 可 以 给 出 解 的 近似 表达 式 , 称 为 近似 解析 方法 . 
另 一 类 近似 方法 只 给 出 解 在 一 些 离散 点 上 的 近似 值 ， 称 为 数值 方法 ， 由 于 后 一 
类 方法 应 用 范围 更 广 , 特别 适合 用 计算 机 计算 , 所 以 本 章 只 讨论 初 值 问题 的 数值 
解法 . 


1.2 Euler 法 


最 简单 的 数值 解法 是 Euler 法 ， 将 区 间 [0,T] 作 N 等 分 , 小 区 间 的 长 度 
六 = 了 T/N 称 为 步 长 , 点 列 妃 = mhn = 0,1…. ,N) 称 为 节点 , to = 0. 由 已 知 初 
值 v(to) = vo, 可 算出 的 在 上 = 如 的 导数 值 w(to) = 7tou(to)) = (touo). 利 
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用 Taylor 展 式 
及 7 1 1117 
(1 1.3) ud 人 ( 圈 ) 一 WU(to 十 大) 王 2 人 to) 十 Pu (tt 如) 十 本 忆 (to) 十 和 (5) 
= 40 十 尹 Fto,uo) 十 已 0， 
其 中 Ce (to 注 ), 并 略 去 二 阶 小 量 Ro, 得 
世 ] 一 40 十 户 F 少 to， 20)- 


wu1 就 是 ui) 的 近似 值 . 利用 轨 又 可 算出 wz, 如 此 下 去 可 算出 二 在 所 有 节点 上 
的 近似 值 , 一 般 递 推 公式 为 


(1.1.4) ti 一 We 十 天 F 站 it) 天王 0,1…… ,太一 1 
这 就 是 Euler 法 . 
了 if() 
tf 六) 
取 
人 ( 坟 ) | 2 - 
- | 
rolv- | 
ss | 
1 一 -一 | | 
| | 
二 
| | | 
| | 
| | | 
几 1.1 


Euler 法 有 明显 的 几何 意义 . 实际 上 , (1.1.1)1 的 解 是 刀 平面 上 的 积分 曲线 
族 , 过 任 一 点 恰 有 一 积分 曲线 通过 . 按 Euler 法 , 过 初始 点 (to,uo) 作 经 过 此 点 的 
积分 曲线 的 切线 (斜率 为 flto,uo)), 沿 切 线 取 点 (wa) (ua 按 (1.1.4) 计算 ) 作为 
(iu(t)) 的 近似 , 然后 过 人 ,wa) 做 一 经 过 此 点 的 积分 曲线 的 切线 , 沿 切 线 取 点 
(ta,ua2j(ua 按 (1.1.4) 计算 ) 作为 (tz,u 人 (ta)) 的 近似 . 如 此 下 去 . 即 得 一 以 (如 ,un) 
为 顶点 的 折线 , 这 就 是 用 Euler 法 得 到 的 近似 积分 曲线 (图 1.1 中 的 虚 折 线 ). 从 
几何 上 看 ,六 越 小 , 此 折线 逼近 积分 曲线 越 好 , 因此 也 称 Euler 法 为 Euler 折线 法 . 

现在 用 数值 积分 法 推导 Euler 法 . 将 问题 (1.1.1)1;-? 写成 等 价 的 积分 形式 : 


(1.1.5 ER 人 下 


8$1 3 引 论 3， 


特别 
ui 人 ta ) 一 20 + (maF)dar (to 三 0). 


用 左 矩 形 公 式 近 似 右 端 积分 , 并 用 代替 v 伯 ) 即 得 wm = zuo + hf(to,vo), 这 就 
是 Euler 法 (1.1.4). 我 们 也 可 用 梯形 公式 近似 上 述 积分 , 仍 用 wa 替代 v( 坟 ), 得 


忆 
1 一 站 0 十 7 [flto,uo) 二 buai)]， 
一 般 而 言 ， 
六 
(1.1.6) Mr 十 1 二 也 赴 2 [7(t， nm ) 十 (ETeEt ; 殉 一 0， 1 人 ,入 二 国 


称 之 为 改进 的 Euler 法 . 显然 改进 的 Euler 法 比 Euler 法 精度 更 高 , 但 每 步 计算 
要 解 非 线性 方程 (1.1.6) (关于 w+i), 这 可 用 如 下 闪 代 公式 : 


及 
(1.1.7) 由 一 tm 十 [taun) 二 Jarbanh)]， 大 一 01 


取 初 值 为 vol ， = ww, 一 般 只 需 闪 代 几 步 即 可 收敛 
现在 分 析 一 下 Euler 法 误差 的 来 源 . 为 使 问题 简化 , 我 们 不 考虑 因 计算 机 字 
长 限制 引起 的 伟人 误差 . 注意 (1.1.3) 或 其 一 般 的 递 推 式 


(1.1.8) utn+i) 一 wu 人 tn) 十 六 tnu(tn)) 十 已 n 
是 精确 方程 , 其 中 

7 77 j3 AZ77 
(下 寺 -9) 民 ， 一 人 (t ) 十 区 (6);( E 上 
由 (1.1.8) 到 Euler 法 (1.1.4) 的 唯一 差别 是 舍 去 了 余 项 媚 。 令 
(1.1.10) 厂 [uw; 几 三 Un+1 一 Mn 一刀 Pt )， 


取 tw = 人 ( 姑 ), 则 再 。 王 工 [如 ); 疾 三 人 t+) 一 2 人 tn) 一 jx(t) 今后 称 羽 。 为 局 
部 截断 误差 . 显然 Euler 法 的 局 部 截断 误差 的 阶 为 O(j2)， 
将 te [tn,tn+il 表 成 t+= 如 +ri0<r 和 1. 由 线性 插值 的 余 项 公式 , 我 们 有 


(tu 人 有) 一 (三 妇 ( 纪 十 77) 
一 女人 (如 ) 十 T[w (t+1) 一 公 ( 如 )] 十 所， (一 az (二 十 bj),(0 和 0 和 1) 
于 是 


1 ” ftulb)dt= 人 were war 昌 
所 / rc- 1) (如 十 g) dr 
0 


天 /人 ft /人 刀 二 tn 
一 了 世人 tn) 十 全 (tn+1 咱 一 5 (6)， 6e (tntn+i) 
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足见 改进 Euler 法 的 局 部 截断 误差 为 
二 硬 呐 让 Ri) = 和 


其 阶 为 O(1s), 比 Euler 法 高 一 阶 . 
当然 我 们 更 关心 的 是 近似 解 的 误差 , 即 


cm 一 at) 一 Unm， 
称 为 整体 误差 . 将 (1.1.4) 和 (1.1.8) 相 减 , 知 e* 满足 误差 方程 : 
(1.1.12) en+1 三 en 十 尹 [tau 人 tn)) 一 (tuwn)] 十 五 
因 /tu) 关于 满足 Lipschitz 条 件 (1.1.2), 故 


|en+i| 系 jen| 十 瑟 产 |en| 十 瑟 
一 (1 十 区 PP) |en| 十 五 ， 


其 中 尺 = max | 局 |. 以 此 递 推 , 得 
lez| 和 (1 十 ZP)len il 十 忌 (1 二 1) le。 az| 十 (1 十 二 站) 玉 十 五 


他 一 
和 所 (1+Zh)"|leol 十 玉 》 (1 十 世 p)3 


4 一 0 


一 (1 十 也 jeo| 十 2 十 也 hj) 一 十 . 
也 
注意 也 = 加 十 ? 太 坟 下 克 王 (如 一 如 ) /), 于 是 
] 了 (人 一 to) 二 (Tio) 
(1.1.13) jenj 和 e leol+ 7 人 (e 路 ~1)， 了 一 1 N. 


右 端 依赖 初始 误差 ee 和 局 部 截断 误差 的 界 已 对 Euler 法 , 可 取 已 = Ch2 (C 是 
与 无 关 的 常数 ). 若 eo =0 ( 取 wo = wu(to)), 则 


(1.1.14) [ 现 攻 二 0 


所 以 eu = O(P， 比 局 部 截断 误差 低 一 阶 . 用 同样 方法 可 以 证 明 改 进 的 Euler 法 
的 整体 误差 的 阶 为 O(z2), 也 比 局 部 截断 误差 低 一 阶 . 

在 实际 计算 中 , 初 值 wo 往往 不 能 精确 给 出 〈 例 如, 包含 测量 误差 , 伟人 误差 
年 等 ), 其 误差 将 依次 传递 下 去 . 如 果 传 递 误 差 能 够 被 控制 , 精确 说 来 , 传递 误差 
连续 依赖 初始 误差 , 则 说 算法 稳定 ; 否则 就 说 不 稳定 ,显然 不 稳定 的 算法 是 不 能 
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用 的 . 我 们 考察 Euler 法 . 设 从 初 值 wo 和 ?ao 算出 的 节点 值 分 别 为 {un} 和 {fon}， 
则 
tn 一 Url 十 疙 Ftn-1,2m 二 1) 
bw 三 辐 - 十 放 有 二 1 二 2 
两 式 相 减 并 令 en = wn -- wm, 得 
en 一 en-1 十 玫 [Fam-1) 一 (tian-1ij]， 
从 而 


eeo| ( 因 xz 六 入 7). 


这 说 明 ec， 连续 依赖 初始 误差 eo, 即 Euler 法 稳定 . 同样 可 证 改进 的 Euler 法 也 


1.3 ”线性 差分 方程 


设 ao(m al ak) 和 加 (m =0,1…) 已 知 ,ao(m) 关 0,ak(m) 夭 0. 称 


(1.1.15) ak(m2)Ur 十 QK1(2)UnHk-1 十 … 十 ao(m)Un 一 加 ;有 一 0,1,2,…， 


为 大 阶 线性 差分 方程 , 序列 {fun} 是 差分 方程 的 解 . 当 右 端 如 = 0(m = 0,1,……) 
时 , 称 为 齐 方程 . 为 确定 差分 解 , 需 给 定 上 个 初 值 wo, ua， ,4k-1， 

记 Alaun = un+l 一 un 称 为 向 前 差分 , 则 will = 十 Au 即 w+l 可 用 
un 的 一 阶 差分 表示 . 又 二 阶 差 分 


2 -二 ii 
A+tun 三 A+tun+l 一 A+tn 一 tn+2 一 Un+l 一 A 人 +tn 一 Unrn+2 一 tn 一 2A+Wn， 


故 w+2 = 十 2A+un 十 A3un; 即 w+2 可 用 un 的 一 阶 和 二 阶 差 分 表示 . 依次 类 
推 , 可 知 wn+i 能 用 wn 的 一 阶 、 二 阶 直 至 7 阶 差分 表示 . 所 以 差分 方程 (1.1.15) 
的 最 高 阶 为 大 .大 阶 线性 差分 方程 是 大 阶 线性 常 微 分 方程 的 离散 模拟 , 二 者 有 许 
多 平行 的 基本 性 质 . 例如 : 

(1) 齐 方 程 的 解 具 有 可 加 性 和 齐 次 性 . 若 {un} 和 {fun} 都 是 齐 方程 的 解 , a 
和 8 是 任意 常数 , 则 {aw, + Bun} 也 是 它 的 解 . 

(2) 大 阶 齐 方程 存在 大 个 线性 无 关 的 解 .大 个 解 fd]}( = 0, 1 天-1) 说 
是 线性 无 关 的 , 如 果 方 程 


下 一 1 


> cjiug) 一 ， 久 一 0,1…… 
5 一 0 
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仅 当 oo = c = … = ck_i = 0 时 成 立 . 由 于 任 一 解 fu 纪 }(n = 0,1,…) 可 表 为 初 
值 tt5) ,2D) ， 的 一 次 组 合 ， 所 以 大 个 解 fa (mn = 0,1…… ,一 1) 线性 无 关 
的 充 要 条 件 是 初始 向 量 (8 ,u 亿 ,) (T 表示 转 置 ,j = 0,1,… ,大 一 1) 线性 
无 关 , 即行 列 式 


ut0) 人 1) .， 人 
ul0) ut 局 uk 一 1) 
人 
(0) (1) (大 一 1) 
1 -1 


由 此 进一步 推出 , 下 阶 齐 方程 恰 有 大 个 线性 无 关 的 解 , 且 任 一 解 可 表示 成 这 些 解 
的 线性 组 合 . 

(3) 非 齐 方程 的 通 解 等 于 齐 方程 的 通 解 与 非 齐 方程 一 特 解 之 和 . 

今 考 虑 滑 系 数 差分 方程 : 


大 
(1.1.16) Gy 一 和 亿 一 0， 1 ,， 
J=0 
其 齐 方程 为 
大 
[7 >》 ajun+j 宇 由 : 葵 三 机 王 wa 
J 一 0 


考虑 齐 方程 形 如 wn = 6 (5 待定 ) 的 解 , 以 之 代 到 (1.1.17), 知 5 应 满足 
ak 他 十 ak_1G 十 十 ai 二 ao=0， 
即 〈 应 是 代数 方程 
(1.1.18) ak 和 Xe 十 ak_1XS-I 十 …. 十 QI 和 十 ao=0 
反之 , 若 5 是 (1.1.18) 的 任 一 根 , 则 w = 6 必 为 (1.1.17) 的 解 . 分 几 种 


(ji) 方程 (1.1.18) 有 大 个 互 异 的 实 根 61; (2， 四 则 | SC 本 是 差分 
方程 (1.1.17) 的 上 个 线性 无 关 解 , 通 解 为 


大 
= 》 50， 多 二 人 1， 
3 一 1 
(ii) 方程 (1.1.18) 有 77 个 互 异 实 根 el1, 62， es ; Gm， G5 的 重 数 是 77 人 二 wa 
rm 一 大 , 则 


一 】 
CT 全 , 史 一 0 1 
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是 (1.1.17) 的 六 个 线性 无 关 解 . (1.1.17) 的 通 解 形 如 


(1.1.19) [病征 > ， RE 7 一 0,.1,.….. 
J=1 =1 
(iii) 大 (1.1.18) 有 复 根 6j, 则 其 共 生 和 也 是 根 . 令 
6Gj 一 pe = pcos0+isingb) (=V 一 1)， 


则 


G = peig = pn(cos0 -isin 0). 
此 时 可 用 两 个 线性 无 关 的 实 解 
pcosmno ,psinmb 


替换 C 和 页. 


现在 给 出 非 齐 方程 (1.1.16) 的 通 解 表达 式 . 引进 太 维 向 量 CD = (ww 1， 


nk 2 an)LI 和 大 x 大 和 矩阵 : 


一 ar lak_1 一 ar LOk-2 vv 一 ar al 一 ar :al0 
1 0 0 0 
(1.1.20) C = 0 1 0 0 
0 0 1 0 
将 (1.1.16) 改写 成 : 
mn 二 大 一 一 ak (ak-1tun+k-1 十 … 十 Got ) 十 ar bn， 
进一步 写成 问 量 形式 : 

1 一 1 工 
(1.1.16) Un =CUn+ 加 ， 如 = 人 (akrlb 0…,0) . 
以 此 递 推 , 即 得 通 解 

刀 一 】 
(1.1.21) = CnrUo+ 》 Ci 1， 和 = 12…. 
1=0 


其 中 第 一 项 是 齐 方程 的 通 解 , 第 二 项 是 非 齐 方程 的 特 解 ( 初 值 wo = 名 


了 UK 一 1 一 0). 
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直接 展开 行列 式 |C -和 天 (天 是 大 阶 单位 矩阵 ), 即 知 (1.1.18) 的 左 端 就 是 C 
的 特征 多 项 式 . 设 X 是 C 的 特征 值 (方程 (1.1.18) 的 根 ), zj = (dk -ldk 2， 
do)7 是 相应 的 特征 向 量 , 则 


-ap (ak_idk_1l 十 ak_2dk 2 十 .… 十 aodo) = 和 Aidk_l， 
人 -1 一 入 jGK-2， 


量 . 二 .生生 再 委 本 全 , 且 | 四 二 :全 


由 此 得 


do=d， 册 = 和 Xido， 吕 =》Xdo ,dk-l= 和》 do， 
全 二 而 (人 和 允 -5 


可 见 任 一 特征 值 的 特征 空间 的 维 数 都 是 1, 因此 只 有 单 特征 值 的 初等 因子 的 次 数 
才 是 1. 用 相似 变换 8S 将 C 化 成 Jordan 标准 型 : 


C = SJS-! 
与 单 特 征 值 相应 的 Jordan 块 为 入 , 与 重 特征 值 相 应 的 Jordan 块 为 
\、 1 0 
由 一 和 1 (rr :入 的 重 数 ). 


U 


因 Cn = SJmrS-l,JJm 也 是 分 块 矩 阵 , 每 一 分 块 形 如 (MA = (Am")(A 是 单 特 征 值 ) 
或 (入 是 重 特征 值 ) 


入 


和 人 入 一 】 E 九 XI 一 7 一 1 
和 mm ，， ， 
大 = 人 
0 2 
和 Xm 


引 理 1.1 (i) 珑 阵 族 {C"}(n = 1,2,…) 有 界 的 充 要 条 件 是 : 方程 (1.1.18) 
的 所 有 根 在 单位 圆 内 , 而 位 于 单位 圆周 上 的 都 是 单 根 . (ii) 和 矩阵 族 Cm 当 兄 一 oo 
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时 有 极限 的 充 要 条 件 是 : 方程 (1.1.18) 的 所 有 根 在 单位 圆 内 , 而 位 于 单位 圆周 上 
的 根 等 于 1. (ii) 短 阵 族 Cnm 当 另 一 oo 时 趋 于 零 矩 阵 的 充 要 条 件 是 (1.1.18) 的 
所 有 根 在 单位 圆 内 部 . 


1.4  Gronwall 不 等 式 


在 做 解 的 先 验 估 计时 经 常 要 用 Gronwall 不 等 式 (也 称 Beliman 不 等 式 ). 先 
介绍 连续 形式 的 Gronwall 不 等 式 . 


引 理 1.2 设 连 续 函 数 (tj(a 芝 上 和 去 四 满足 
(1.1.22) mb 和 +a 罗 |a 二 过 二 区 世 
其 中 a, 为 非 负 常 数 , 则 
(1.1.23) | 和 .Bee ，a 乞 夺 二 由 
证 明 先 设 8 > 0. 令 
1 
6O=6+a/ polar 


则 由 (1.1.22) 得 


显然 《分 > 0, 故 


于 [o, 引 上 积分 , 得 
in 人 (CUb/6) < a 全 一 ao)， 


利用 (1.1.22) 即 得 (1.1.23). 
今 设 8=0. 对 Y6 >0, 由 (1.1.22) 得 


mol<5+a /nldr 


由 前 面 得 到 的 不 等 式 中 令 6 一 0 便 知 7 三 0, 故 (1.1.23) 仍 成 立 . 
现在 介绍 离散 形式 的 Gronwall 不 等 式 . 
引 理 1.3 设 aB>0 是 任意 常数 , 序列 {mnj} 满足 


号 一 1 
(1.1.24) Il 和 6+ah》 廊 ， 克 = 大 天 十 1 和 了 
7 一 0 
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其 中 玉 >0 是 步 长 , 则 


(1.1.25) | 和 e27(8 + akhAMo)， 于 关 大 7 六 入 不 


玫 
二 


其 中 Adfo 三 max(|?7o|， 7， 二 , |7KE-1|). 
响 一 】 
证 明 令 人 =B+ah》 | 则 (1.1.24) 相当 于 
了 = 
Gn Gn 一 1t 乏 Cn 一 1， 
从 而 


C 和 (+ahe is(tl+ah2c 2 和.E(1+Tahn-eck 和 ec (5 十 akhMo)， 


于 是 由 (1.1.24) 得 
In| 委 Gr 和 ec (H 十 cjhAfo). 
习 题 

1. 用 Buler 法 和 改进 的 Euler 法 求 灵 = -5u0 和 上 和 1),u(0) = 1 的 数值 解 , 步 长 
六 = 0.1, 0.05; 并 比较 两 个 算法 的 精度 . 

2， 求 益 分 方程 un+a2 -21un+l 十 Htn = 1 = 0;,1,…) 的 通 解 , 0 < < 1， 证 明 
un 一 11/ 下 , 当 m 一 oo. 

3. 将 妈 = -uv(0 和 入 1)，uw(0) =0, 雪 (0) = 1 工 化 为 一 阶 方程 组 , 并 用 Euler 法 和 改进 
的 Euler 法 求解 , 步 长 妨 = 0.1, 0.05; 并 比较 两 个 算法 的 精度 . 
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用 Euler 法 计算 节点 如 = 加 +mph(to =0) 的 近似 值 v。 只 用 到 前 一 节点 的 值 
un_l, 所 以 从 初 值 wo 出 发 可 算出 以 后 各 节点 的 值 , 这 样 的 方法 称 为 单 步 法 .为 
了 提高 解 的 精度 , 需要 构造 线性 多 步 法 , 其 一 般 形式 为 


大 大 
(1.2.1) Dajtndi 一 户 》 记 所 4， 
J 一 0 J=0 


其 中 jn+i = 三 t+7 tn+7) ar 和 万 是 常数 ， 且 ax 夫 0, ao 和 6 不 同时 为 0. 
按 (1.2.1) 计算 un 时 要 用 到 前 面 大 个 节点 的 值 ww， un un+k 1 因此 称 
(1.2.1) 为 多 步 法 或 太 步 法 . 又 因为 方程 (1.2.1) 关于 亡 + 是 线性 的 , 所 以 称 为 
线性 多 步 法 . 为 使 多 步 法 的 计算 能 够 进行 , 除 给 定 的 初 值 wo 外 , 还 要 知道 附加 初 
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值 wa，… ,wk-l, 这 可 用 其 他 方法 计算 , 后 面 还 要 介绍 . 由 于 多 步 法 每 计算 一 步 用 
到 的 信息 更 多 , 因此 可 望 造 出 精度 更 高 的 算法 . 若 Bf = 0, 则 称 方法 (1.2.1) 是 显 
的 ; 若 扎 夭 0, 则 称 方法 (1.2.1) 是 隐 式 的 . 


2.1 数值 积分 法 
将 方程 w = jz) 写成 积分 形式 , 比如 在 [如 ,如 +i] 上 积分 , 得 


tr 十 ] 
(1.2.2) 人 二 人 Fl ab)dt 
适当 取 大 十 1 个 节点 , 以 被 积 郧 数 tu 人 ) 的 大 次 Lagrange 插值 多 项 式 Zn 人 Ht 


近似 代替 /tv 人 9),， 就 可 得 到 形 如 (1.2.1) 的 线性 多 步 法 . 插值 节点 的 不 同 取 法 
就 导致 不 同 的 多 步 法 . 

(1) Adams 外 插 法 ”也 称 Adams-Bashorth 法 , 这 是 一 种 显 式 多 步 法 ， 取 
加 加 -1 为 节 点, 构造 的 Langrange 插值 多 项 式 kb, 则 
(1.2.5) 三 (， &L 人 (过 ) ) 了 十 《有 


其 中 wk 人 (bt) 是 捅 值 余 项 . 代 到 (1.2.2), 得 


ty 二 1 tn 十 1 
(1.2.4) 诊 ER 人/ 人/ 入 
tn 在 
舍 去 余 项 
tm 十 1 
(1.2.5) 证 下 rd 
th 


并 用 代替 u( 好 )， 即 得 
(1.2.6) un+1l 一 Un 十 让 了 工 nk(t)dt. 
纪 


像 Euler 法 一 样 , 称 R 为 局 部 截断 误差 . 
现在 给 出 (1.2.6) 的 具体 形式 . 因为 插值 节点 等 距 , 被 插值 点 te 引 , 妃 ] 靠 
近 最 后 一 个 节点 如 , 所 以 将 工 ,k 人 tb) 表示 成 牛顿 向 后 插值 公式 更 方便 . 记 


it 一 如 十 Th，7TE [0,1]， 
则 牛顿 向 后 插值 公式 为 


(1.2.7) mk(t 一 也 kf(tn 十 三) 
三 T(T 十 1 
二 刀 +TA+ 加 -1 十 人 91 ) 
Tt 十 1 十 上 一 1 ， 
人 


A+ 户 -2 十 … 十 
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式 中 A+ 表示 了 阶 向 前 差分 , 户 -) = tu 让 引进 记号 


s\V _ 3(5 一 1 …(s 一 7 十 1) 5 
人 -作业 全 
则 

大 本 
(1.2.9) Fax 四 = 呈 (0i( 末 ) 入 
J=0 - 
以 之 代 到 (1.2.6), 得 
大 
(1.2.10) Mn+1 一 an 十 放 》 aiAf 记 -下 
7=0 
其 中 
， 1 一 了 二 
国友 21 一 人 ( 7 )ar 7 一 0， 1;,…… ;大 . 
令 态 = 几 方 , 则 还 可 写成 
大 
《12192) un+1 一 tn 十 》ajA47n 
JTJ=0 


这 就 是 Adams 外 插 公 式 . 显然 大 = 0 时 就 是 Euler 法 . 
为 了 计算 wj, 我 们 给 出 联系 这 些 系数 的 递 推 公式 . 定义 生成 函数 


G() = 》 ajtj， 
7 三 0 


其 中 o 同 (1.2.11), 7 = 1 2,… 因为 oj 的 界 不 超过 1, 故 级 数 当 I < 1 时 收 
伍 . 将 (1.2.11) 代 到 上 式 , 则 


G() = 二 人 (7 了)eur = 下 CC (7)m 


in(l 一 如 
世 


从 而 四 
G(t) 一 证。 


两 闪 展 成 才 级 数 , 上 式 就 是 


了 
(+ 主 + +) Co 十 at+aa 二 …) = 工 +t 唐 . 
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比较 如 的 系数 , 则 得 递 推 式 : 


二 和 十 十 0 一 1，0,1 
CEm ICn-1l 了 0 一 2 人 》 一 UL， 


由 此 可 依次 算出 系数 oj. 表 2.1 给 出 前 几 个 系数 值 . 
表 2.1 Adams 外 插 公 式 系 数值 





天 一 一 | 一 人 
回想 插值 公式 的 余 项 为 
(19) rnk(t) 一 rnk(t 十 7T 刀 ) 一 (一 1) +1 人 Jr (# 十 3)(EE)， 


其 中 如 -和 和 如 + 则 知 


(1.2.14) 民 。k 一 三 1 [三 | uk+2)(E)d7 


一 QK 十 1 2) (1t nm 一 下 魏 过 加 +1， 


这 里 用 到 了 积分 第 二 中 值 公式 . 由 (1.2.14) 知道 Adams 外 择 法 (1.2.6) 或 (1.2.10) 
的 局 部 截断 误差 的 阶 为 O(Ax+2). 

实际 计算 时 , 常常 将 (1.2.10) 右 端 的 差分 表 为 户 -; 的 线性 组 合 . 为 此 利用 差 
分 公式 


(1.2.15) Ai 太 . = (一 1) 1 jb 
记 ( 
则 (1.2.10) 化 为 
大 
(1.2.16) un+1 一 un 十 大》 kt 
it 一 0 
其 中 


J 
自 国 / 芍 时 由 )L 一 《一 1) j 
上 太 ! 2 他 


利用 表 2.1, 可 给 出 &k: 如 表 2.2. 
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表 2.2 系数 jx: 值 










2o: 
2p1; 
12b2; 
2453: 

了 20ba: 

1 440p5; 






一 1 274 
一 7 298 


251 
2 877 











一 475 


例如 天 =0,1,2,.3 的 外 捅 公式 为 


电 三 0 : tl 一 tn 十 用 (tt )， 

下 三 一 二 5 (3 万 一 万 -1)， 

本 也 (23 思 一 16 十 5 帮 -2)， 

天 一 3: Mi 一 1 十 二 (55 刀 -5591 二 37j， 2 一 91 3). 


(2) Adams 内 插 法 ”也 称 Adams-Moulton 法 , 这 是 一 种 隐 式 多 步 法 . 现在 
取 插 值 节点 为 如 -tk ,如 t+Hl ( 比 外 搬 法 多 取 一 点 如 +1), 构造 ww 人 或 
Fu(b) 的 天 十 1 次 Lagrange 插值 多 项 式 (站 ， 捕 值 余 项 为 1 At， 则 | 


= 了 (6 十 rt) 


以 之 代 到 (1.2.2) 右 端 , 得 


4 1 1 
(1.2.18) 辣 人 二 人/ LO (bdt+ rQG)(t)dt， 
舍 去 余 项 
(1.2.19) RO) = 人 GD (t)dt， 


并 用 岂 W 代替 uv 人 二) 则 得 Adams 内 插 法 : 
(1.2.20) Wn+i 一 Mn 十 而 加 GD(t)dt 
tm 


当 大 = 0 时 , 就 是 改进 的 Euler 法 . 余 项 已 是 内 揪 法 的 局 部 截断 误差 . 
现在 将 (1.2.20) 具体 化 . 仍 用 牛顿 向 后 插值 公式 


大 十 ] 
(1.2.21) Dr 人 的 = 了 (一 》 (一 Di 人 7 古 和 
7=0 
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其 中 re [-1,0], 而 二 项 系数 


(1.2.22) (了 ) 人 


及 中 
将 (1.2.21) 代 到 (1.2.20) 右 端 , 则 得 Adams 内 捅 公式 : 
大 十 1 大 十 1 
[L.2.29|】 tn 1I 一 Mn 十 六 》， dA+ 万 -ji+1 一 ?un 十 > ， 人 和 
7 一 0) 7JT=0 


其 中 7 一 7 十 1 一 jj 一 放 1 一 九 丰 tn 一 7 二 1 ，m - 和 而 


(1.2.24) aj 一 C7/ ( “) 全 有 
0 


用 生成 为 数 法 可 导出 系数 a; 的 递 推 公式 . 表 2.3 给 出 o 的 前 几 个 值 . 
表 2.3 系数 a; 的 值 





利用 插值 余 项 公式 
(1.2.25) 


一 全 ， 一 一 
rt TAN(41 十 T 九 ) 人 (一 二 (4 尿 0 机 tn 一 大 乏 E 称 tm 十 1， 
则 得 
(1.2.26) 二 


这 里 用 到 了 积分 第 二 中 值 公 式 . 由 此 可 见 , Adams 内 插 法 的 局 部 截断 误差 的 阶 为 
人 ( 帮 +， 
利用 差 商 公式 (1.2.15), 可 将 〈1.2.23) 写成 便于 计算 的 形式 : 


大 十 1 
(1.2.27) Un+1 一 un 十 帮 》》 这 和 -1 
一 0 
其 中 
大 十 1 7 
1.2.28 隋 1 王 ( 一 地 人 
( ) k+1L 三 (一 了 2 


表 2.4 列 出 大 ，， 的 值 
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表 2.4 系数 状 ;14 值 











bo 
2b1; 
1282， 
2405， 
720b2， 

1 4405z， 


例如 大 = 0,1,2,3 的 内 插 公 式 为 


开 三 : 刷 : n+li 一 2m 十 天 记 上 1， 
记 
帮 一 1 :mn 十 1 一 tn 十 可 (jn+l 十 万 )， 


尺 
类 一 2: un+l 一 如 十 (5jn+ 二 8 因 一 成 -0)， 
刀 
大 一 了 也 mn 十 1 一 人 mn 十 24 (9j+1 十 19 廊 一 5 刀 -1 十 万 -2). 


Adams 外 插 法 和 内 揪 法 有 以 下 几 点 区 别 . 第 一 , 从 表 2.1 和 表 2.3 ( 表 2.2 和 
表 2.4) 知道 , 按 绝对 值 系数 几 比 oj 小 ( 荆 +: 比 x: 小 ), 因此 计算 中 内 播 法 的 
伟人 误差 影响 比 外 捅 法 小 . 第 二 , 用 外 插 法 和 内 插 法 计算 如 +l 处 的 值 w+ 用 
到 的 已 知 量 相 同 人 + 1 个 值 wu ,un ,但 内 择 法 局 部 截断 误差 的 阶 为 
O(jk+3), 外 插 法 局 部 截断 误差 的 阶 为 O(hk+2), 前 者 比 后 者 高 一 阶 . 所 以 为 达到 
相同 的 误差 阶 , 内 播 法 比 外 搬 法 可 少 用 一 个 初始 已 知 量 . 第 三 , 外 揪 法 是 显 式 , 计 
算 w+l 是 直接 的 . 内 捅 法 是 隐 式 , 计算 wn+il 需要 解 方程 (1.2.27), 通常 用 如 下 
迭代 求解 : 


4 
大 十 1 


(1.2.29) ai 一 Un 十 刀 庆 +1.0 丰 (t+1 十 瑚 》 区 和 - l+1 也 二 01 
I=1 


当 玉 充分 小 后 , 可 使 


万 六 OFtn+l Un 十 1) 
k+lO Do 


示 时 友人 代 (1.2.29) 收敛 . 初始 近似 可 用 外 播 法 给 出 , 即 


0 





大 
(1.2.30) ut ， 一 Un 十 尺 本 DA 人 一 
/一 0 


由 于 这 是 好 的 近似 , 所 以 收敛 是 很 快 的 , 通常 迭代 2 至 3 次 就 可 收敛 . 
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Adams 外 插 法 和 内 插 法 是 这 样 得 到 的 ， 先 将 初 值 问题 改写 成 积分 形式 
(1.2.2)， 再 用 适当 的 数值 积分 离散 (1.2.2)， 其 实 , 也 可 将 初 值 问题 写成 其 他 积 
分 形式 , 例如 : 


utnt 一 ut = 人 ”Fa 人)dtb 
tn 
再 用 适当 的 数值 积分 代替 右 端 积分 , 例如 用 Simpson 公式 , 得 到 
(1.2.31) n+2 一 2n 一 a( 包 十 4jn+1 十 万 +2)， 


这 是 线性 二 步 法 . 
还 应 指出 , 用 数值 积分 法 只 能 构造 一 类 特殊 的 多 步 法 , 其 系数 


ok 三 1， ak-m 一 一 1， = 三 0, 当 ! 藉 大 一 7 大. 


下 面 介 绍 更 一 般 的 待定 系数 法 . 


2.2 ”待定 系数 法 
令 
大 
(1.2.32) Zu 人 (ti 问 = > [aiu(t 二 加) 一 piwtt 二 了)]. 
J=0 


设 vb 是 初 值 问题 的 解 , 将 wt 二 加) 和 让 二 了 ) 在 点 上 二 用 Taylor 公式 展开 ， 
按 彤 的 同 次 宕 合并 同类 项 , 得 


(1.2.33) 卫 [u(t; 玉 = cou(tb 十 cljhautD(t) 十 ,十 cpu(9)(t 十 …， 
其 中 


co 三 Go 十 QIl 十 … 十 Qk， 
cl 三 al 十 2az 十 …: 十 Koak 一 (6 二 记 十 … 十 大 )， 


(1.2.34) ] 
Cd 二 人 十 29ao2 十 … 十 jak) 一 


工 
本 (8 十 29- 十 十 NB) 9 一 23 


大 (ti 有 2p+2 次 连续 微 商 , 则 可 选取 太 (足够 大 ) 和 aj,6i 使 co = cl =…= 
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cp 一 0, 而 cp+l 尖 0, 即 选 oj; 0 满足 


ao 十 al 十 …- 十 ak 王 0， 
Gl 十 2a2 十 …' 士 kok 一 (Do 二 Di 二 … 十 大 )=0， 


本 


(1.2.35) 
汪 十 2pPa2 十 … 十 Pok) 一 
Ta . (Di +2p-1092 十 .… 十 pp DB)=0. 
此 时 
(1.2.36) [lu 人 ti; 剖 一 cp+ipptlp+D(t 十 OU(PP+2). 


由 于 t (区 让 (th)， 则 
玉 
(1.2.37)) >》 [oju( 如 十 入 ) -Pif( 轨 十 Ju 人 (二 十 入 ))] = 书 ae， 
5J=0 


(1.2.37)? Ru 一 cpHihptlup+D(tn) 十 O(hp+2)， 


略 去 余 项 Ru 大, 并 用 ws 代替 (如 十 放 ), 用 万 H 记 tu 就 得 到 线性 
多 步 法 (1.2.1), 其 局 部 截断 误差 Ruk = O(hz+1). 往 后 将 证 明 方 法 的 整体 误差 的 
阶 是 O(pP), 所 以 称 此 法 为 p 阶 大 步 法 . 显然 p 的 大 小 和 大 有 关 . 
因为 多 步 法 (1.2.1) 可 以 差 一 个 非 零 乘 数 , 所 以 不 妨 设 ok =1. 当 让 =0 时 
un+k 可 用 w+k-1 ,un 直接 表示 , 此 为 显 方法 . 反之 , 当 记 尖 0 时 , 求 wk 
需 解 一 个 方程 (一 般 用 迭代 法 ), 此 为 隐 方 法 . 用 待定 系数 法 构造 多 步 法 的 一 个 基 
本 要 求 , 是 选取 aj, 6 使 局 部 截断 误差 的 阶 尽 可 能 高 . 
作为 待定 系数 法 的 一 个 应 用 , 我 们 讨论 一 般 的 二 步 法 . 此 时 大 = 2,a2 = 1. 
记 ao = a, 其 余 四 个 系数 ai,56o,p,6 由 co =ecl=cz=eca=0 确 定 , 即 满足 
方程 : 
co 一 Gaw 十 al 十 1 一 0， 
c 一 al 二 2-(6p+APp + 记 )=0， 


oo = 5(ai+ 信 一 (8 +262) = 0 
总 三 (aa +8) 一 5(p +4po) = 0 


解 之 得 
G1 一 一 (1 十 a)， po0 一 -4 十 5a)， 


2 1 
有 1 = 50 一 0)， 记 = 语 (65 十 o)、 
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所 以 一 般 二 步 法 为 
(1.2.38) tmn+2 一 (1 二 a)un+l 十 crun 一 瑟 [G5 十 ao) 思 +2 二 8 一 oa) 及 1 一 (1 十 5a) 思 ]. 
由 (1.2.34) 还 知道 


下 1 1 
c4 二 5 (aa 十 16 ) 一 6 十 802) 一 - 蓝 ( 十 Cj)， 


1 ] ] 
E 三 6 二 二 人 了 二 9 
150(oa 十 32) 5 (让 十 1602) 3661 十 13or) 


所 以 当 w 关 -1 时 cz 大 0, 方 法 (2.38) 是 三 阶 二 步 法 . 当 a = -1 时 , ck = 0, 但 
c5 头 0, 方法 (1.2.38) 化 为 


C5 


凡 
(1.2.39) 2mn-+2 一 mn 十 本 (jn+2 十 4j+1 十 和 


这 是 四 阶 二 步 法 , 是 具有 最 高 阶 的 二 步 法 , 称 为 Mitne 法 . 前 面 我 们 曾 用 Simpson 
公式 导出 这 一 算法 ( 见 (1.2.31)). 此 外 若 取 a = 0, 则 (1.2.38) 为 二 步 Adams 内 
插 法 ; 奋 取 a = -5, 则 (1.2.38) 是 显 方法 . 


2.3 ” 预 估 -- 校正 算法 


将 隐 式 大 步 法 (1.2.1) 写成 : 
大 一 工 大 一 1 
(1.2.40) am 二 大 十 和 CjiUn 二 7 一 户 了 tn+k UnHk) 十 天 有 万 Jn+j， 
7 了 一 小 7T=0 


其 中 记 + = (tn yun 让) 若 已 求 出 un+7 思 了 一 0,1 ,大 一 1 则 (1.2.40) 关于 
wn4 为 非 线 性 方程 , 通常 用 如 下 迭代 法 求解 : 


天 一 1 大 一 1 
(1.2.41) 说 十 》 oj = 有 Batea) 十 声 》 fa 二 01 
了 0 了 一 人 


其 中 w 四 ， 为 给 定 的 迭代 初 值 . 显然 车 
尺 < 工 /区 | 耻 |， 


为 了 关于 u 的 Lipschitz 常数 , 初 值 v 由 ， 又 选择 适当 , 则 迭代 (1.2.41) 收敛 ， 
因 际 式 方 法 (1.2.40) 每 步 的 计算 量 取决 于 和 迭代 (1.2.41) 的 次 数 , 所 以 选 好 初 
值 vi9， 非常 重要 . 最 自然 的 一 种 方法 是 用 显 式 多 步 法 计算 vol 比如 


大 一 1 天 一 1 
(1.2.42) 0 十》 ogyaunti = 天》 [7 乒 
0 T=0 
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称 (1.2.42) 为 预 估 算式 (P 算式 ), (1.2.41) 为 校正 算式 (C 算式 ), 统称 (1.2.41)- 
(1.2.42) 为 预 估 - 校正 算法 , 简称 预 - 校 算法 或 PC 算法 (Predictor-Corrector 
methods). 

.个 极端 情形 是 允许 (1.2.41) 不 断 进行 , 直至 不 等 式 | 几 记 一 we| << 成 
立 , 其 中 e 是 预先 指定 的 容许 误差 . 由 于 这 种 算法 对 迭代 次 数 不 加 限制 ， 花费 在 
计算 珊 数 j 的 工作 量 可 能 很 大 , 所 以 通常 采用 另 一 种 限制 迭代 次 数 的 算法 . 假定 
校正 次 数 M ( 即 选 代 次 数 ) 固定 , 已 表示 预 估 算 子 , C 是 一 次 校正 算 子 ( 即 欠 代 
一 次 ), 已 是 计算 了 一 次 的 运算 , 则 预 估 一 次 校正 M 次 的 算法 可 记 为 P(EC)” = 
P(BC)… (EC), 计算 过 程 如 下 : 


PP 人 互 = 互让 内 介 
(1.2.43) 书 : 万 中 一 1 人 
Caimt 十 aol te 一 NB 十 ,4 ee 和 
J 一 0 
其 中 mm = 0,1,…. - 1. 按 这 一 预 - 校 格式 计算 结束 时 ， 得 到 的 数据 是 te 


和 jw = Eee 为 下 一 步 (= 如 HR) 预 估计 算 所 用 ,， 显然 ud 
比 ur- 1 更 接近 w+x, 因此 还 可 以 设计 一 种 算法 ,每 一 步 算 出 如 4 后 , 利用 
它 将 fd = jbarAyall) 算出 , 供 下 一 步 预 估 时 使 用 ， 这 种 预 - 校 算法 记 为 
P(EC)M, 计算 过 程 如 下 : 


大 一 1 
0 本 [ATf NM 
P: 虽 + 玖 = 下 太 和 他 
70 
(1.2.44) 百 : 丰 人 一 (taRya 


ER + -0 0 入 各 过 AM -1 
了 =0 


已: 户 羽 一 Ttn+e unrh)， 
原则 上 任 一 显 式 多 步 法 和 隐 式 多 步 法 都 可 搭配 成 预 - 校 算法 及 各 种 计算 方案 


例 2.1 Adams4 步 4 阶 预 - 校 算法 . 取 4 步 4 阶 Adams 外 揪 法 为 预 估算 
法 ,3 步 4 阶 Adams 内 插 法 为 校正 算法 , 即 得 


刀 
 : Un 二 4 一 Unmn+3 一 区 (55jn+3 站 59 刀 +2 十 37j 1 9 六)， 


丸 
学 全 ， tm 二 4 一 Unm++3 一 524(9jn+4 十 19.j+3 es 5.J+2 个 万 +1). 
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例 2.2 Milne 方法 ([24]). 以 4 步 4 阶 多 步 法 


4 站 
已 : Un+4 一 2n 一 了 (2.jm+3 一 jn+2 十 2jmn+1) 


为 预 估算 法 , 2 步 4 阶 算法 


玉 
C : Un+4 一 Un+2 一 可 (jn+4 十 4jn+3 十 户 +2) 


为 校正 算法 , 得 到 由 已 和 C 组 成 的 预 “ 校 方案 PEC, 称 为 Milne 算法 , 计算 
公式 为 

人 人 ud 三 全 (2j 昌 。 人 有 +2 十 2 万 1 1 

: 天 一 tn+4， oo 人) 


1 1 [1 
: 44 一 2 并 +4 十 4743 十 j 呈 友 


加 天 二 于 人 
2.4 多 步 法 的 计算 问题 


用 上 大 步 法 计算 时 , 需要 知道 大 个 初 值 wuo,u…… ,wk-i, 其 中 wo = vv(t) 是 给 
定 的 初 值 , 其 余 是 附加 初 值 . 计算 附加 初 值 主要 是 用 单 此 法 比如 Euler 法 和 84 
将 要 介绍 的 Runge - Knutta 法 及 其 他 单 步 法 . 为 了 保持 多 步 法 的 精度 , 计算 附加 
初 值 时 要 将 如 , 太 _1 之 间 的 节点 加 密 或 采用 和 多 步 法 有 同样 阶 的 Runge Kutta 
法 . 

多 步 法 的 第 二 个 问题 是 如 何 选择 阶 p (或 者 步 数 如 . 从 收敛 阶 的 观点 , 自然 
希望 把 p 取 大 一 些 . 但 是 高 阶 收敛 方法 要 求解 的 光滑 性 也 高 , 否则 达 不 到 高 精度 
的 目的 . 从 后 面 关 于 绝对 稳定 性 的 分 析 还 知道 ,高 阶 多 步 法 的 绝对 稳定 域 也 小 ， 
所 以 p 的 大 小 要 考虑 到 解 的 光滑 性 和 稳定 性 以 及 总 的 工作 量 . 

多 步 法 的 第 三 个 问题 是 步 长 六 的 选取 . 理论 上 似乎 按照 下 节 的 误差 估计 式 
选 定 户 是 合理 的 , 但 那 种 估计 往往 偏 大 , 因此 选 定 的 六 可 能 过 小 , 如 不 必要 也 不 
经 济 . 实际 用 的 步 长 疡 不 是 一 次 取 定 , 而 是 根据 精度 要 求 , 由 粗 到 细 逐 渐 调 整 《 选 
步 长 ), 当 户 达到 要 求 后 就 以 此 为 步 长 计算 . 在 计算 中 还 可 以 改变 步 长 , 但 计算 过 
程 变 复杂 了 , 这 是 多 步 法 的 缺点 . 与 此 相反 , 单 步 法 (如 Euler 法 及 后 面 要 介绍 的 
Runge . Kutta 法 ) 则 天 合 用 变 步 长 计算 . 


QQ 节 忆 


习 题 
1. 用 待定 系数 法 求 三 步 四 阶 方 法 类 , 确定 三 步 四 阶 显 式 方 法 . 
2. 满足 条 件 Jj = 0， 了 = 0,1,2,…: 一 1 的 大 阶 大 步 法 叫做 Gear 法 , 试 对 大 三 1， 


2,3,4 求 Gear 法 的 表达 式 . 
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3， 几 三 阶 Adams 内 捅 法 及 外 搬 法 分 别 解 初 值 问题 w = 一 5u， u(0) 一 1， 取 步 长 
= 0.1, 0.05. 观察 解 在 上 = 1 处 的 误差 , 并 与 用 Euler 法 计算 的 结果 比较 (参看 81 习题 1)， 
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本 节 讨 论 线性 多 步 法 的 几 个 基本 理论 问题 : 相 容 性 、 稳定 性 和 误差 估计 . 
3.1 ”局 部 截断 误差 和 相 容 性 


考虑 初 值 问题 
(1.3.1)1 让” 二 大 (4)， t 所 [to, 了 7] 一 [0, 太 ]， 
(1.3.1)2 ?2 人 to) 一 0 
和 通 近 它 的 p 阶 大 步 法 : 
大 大 
(1.3.2) 》》 ojtn4j 一 六 》 万 万 上， 克 一 0 1 
7 一 0 0 


要 想 (1.3.2) 的 解 w 通 近 精确 解 v(t 如 ), 必需 (1.3.2) 在 某 种 意义 下 通 近 (1.3.1)1. 
引进 差分 算 子 


K 
(1.3.3) 了 fu 人 (ti; 间 王 >》 [o5utt 十 JP) 一 Piw 人 t 十 记 )]. 


J=0 


设 vb 是 (1.3.D)1 的 具有 P+2 阶 连续 微 商 的 解 (wu(b e Cz+2), 则 由 (1.2.36) 和 
(1.2.37), 我 们 有 


大 大 
(1.3.4) Z[u(t) 问 二 >》 aju( 如 十 7) 一 凡 》 Bi 人 (如 十 7) 
J=0 7T=0 
一 cp+HiAhP+lIuwtPp+I) (tn ) 十 O(hz+2) 


或 


大 大 
(1.3.5) aiu(tnH) = 六》 Bitn+ha(tati)) 十 二 ru 人 tj; 有 ， 
7=0 


J=0 


(1.3.6) 了 fu(t); 站 = cp+lRhp+lutp+I(tn) 十 O(hP+2)， 
其 中 (参看 (1.2.34)) 


1 ] 
〈1.3.7) cpHt 三 PE 十 2P+iao2 十.. .十 KP+Lok) 一 可 (aa 十 2702 十 … 十 PK). 
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像 82 那样 称 忆 [u(to); 阁 为 局 部 截断 误差 , 而 称 co+ihz+lutp+i(tn) 为 局 部 截断 
误差 的 主 项 , co+1 为 误差 主 项 系数 . 在 (1.3.5) 中 售 去 工 w( 如 ); 门 , 并 用 wj 代 
dt) 就 导致 多 步 法 (1.3.2)， 我 们 关心 的 是 误 盖 es。 = (tn) - un， 称 为 整体 
误差 . 

现在 考虑 一 般 的 大 步 法 (1.3.2) (不 必要 求 是 p 阶 方法 ).、 为 使 (1.3.2) 的 解 
u 当 疡 一 0 时 有 可 能 收敛 到 (1.3.1)1 的 解 v 食 , 自然 要 求 


大 


(1.3.8) = >》 aju(tn+j) 一 六 >》 DCtnrTu(tn+i))| 一 
IJ=0 


El - jinyadtnjj = ol 一 0)， 
而 米 人 (= Fu 扩 ), 在 (1.3.3) 中 令 寺 = 如 ， 则 (1.3.8) 可 写成 : 
(1.3.9) Zulta); 问 三 of 四 (太一 0). 
称 多 步 法 (1.3.2) 相 容 , 如 果 对 (1.3.1)1;_。 的 任意 光滑 解 v( 妇 ,关系 (1.3.8) 或 
(1.3.9) 成 立 . 注意 当归 和 Fltv) 连续 可 微 时 , (1.3.8) 右 端的 o(1) = O(P),， 从 


而 工 [v 人 ;站 = O(p2), 所 以 多 步 法 (1.3.2) 至 少 是 一 阶 的 (参看 (1.2.37)). 这 样 可 
将 相 容 性 定义 为 


定义 3.1 解 初 值 问题 (1.3.1)1_s 的 多 步 法 (1.3.2) 说 是 相 容 的 (Consistent)， 
如 果 它 至 少 是 一 阶 的 . 


引进 多 步 法 (1.3.2) 的 第 一 和 第 二 特征 多 项 式 : 


大 
(1.3.10) p(A) = 》 ojX， 
一 0 
天 
(1.3.11) x(A) = 》 1X. 
ji=0 


由 (1.2.34) 推出 
定理 3.1 为 使 大 步 法 (1.3.2) 相 容 ,必需 且 只 
(1.3.12) p(1) = 0，_p(D = c(1). 
3.2 ”稳定 性 


用 多 步 法 计算 时 , 各 种 因素 (如 初 值 vo,… ,wkr-1) 是 有 误差 的 , 且 这 些 误差 
将 在 计算 中 传递 下 去 . 如 果 误 差 积 累 无 限 增长 , 将 会 和 在 曲 精确 解 , 这 样 的 算法 是 
不 能 用 的 , 为 此 我 们 对 多 步 法 提出 稳定 性 要 求 . 
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定义 3.2 称 多 步 法 (1.3.2) 稳定 (Stable), 若 存在 常数 C (不 依赖 刀 和 (1.3.2) 
的 解 )] 和 ho > 0, 使 Vh e (0,jho) 和 (1.3.2) 的 任何 两 个 解 {un} 和 {on}( 初 值 不 
同 ), 恒 有 


洒 -ws&C 一 才 |， 
(1.3.13) 贡 un om | 区 [Ru zj| 


这 等 于 说 , 对 一 切 充 分 小 的 几 多 步 法 的 解 连 续 依 赖 初 值 . 


定理 3.2 设 p(A) 是 形 如 (1.3.10) 的 第 一 特征 多 项 式 , 则 线性 多 步 法 (1.3.2) 
稳定 的 充 要 条 件 是 p{(A) 满足 根 条 件 , 即 p(A) 的 所 有 根 在 单位 圆 内 (|A| 科 1), 且 
位 于 单位 圆周 上 的 根 都 是 单 根 . 


证 明 必要 性 将 多 步 法 用 于 方程 妈 = 0(f = 0). 此 时 (1.3.2) 简化 为 
大 
》 aytn+j 一 :上 入 二 由 本 
J=0 
其 通 解 形 如 (1.1.19). 又 {on = 0} 是 上 述 方程 的 平凡 解 , 不 等 式 (1.3.13) 化 为 
max |un| 去 C ax lu :0 < 疡 < 7o， 


即 fun} 关于 ”和 第,0 < 六 < 加 ) 一 致 有 界 . 而 当 玉 一 0 时 mm 可 趋 于 co， 
由 引 理 1.1 的 人 ,pp(A) 必 满 足 根 条 件 . 
充分 性 设 {w} 和 {fo} 是 (1.3.2) 的 任何 两 个 解 , 则 


大 大 
汪 Jun 一 岂 关 : 万 tn 二 7 2mn 十 7 
J=0 


J=0 
K 大 
ajun+i 一 因 本 康 j(tn+7, 2n+7). 
J=0 J=0 


令 en 一 Un 一 Wi 则 蕊 刀 满足 


大 
(1.3.14) 》 oajen+j = in， 呈 01 TO: 
Jj=0 
其 中 
天 
(1.3.15) 加 一 》 Bi[F(shan+i) 一 (ta+iunti)]. 
j=0 


设 下 = max(|bol,16| ,|Bk), 了 关于 满足 Lipschitz 条 件 : 


7 坟 0 一 Fu 和 工作 一 中 


83 ” 相 容 性 、 稳 定性 和 误差 估计 25 . 


则 


尺 


(1.3.16) lol < BE 》、|en+ 放 
7=0 


如 节 1.3， 引进 回 量 互 。 一 (enk-1,enA+k-2 0 妨 " 一 (ha bn,0,…. 
0)T (kk 维 ) 和 和 矩阵 


一 ak ak-_1 一 ar ak-? “， 一 ar oa 一 ar ao 
1 0 “… 0 0 
CC 一 0 1 “9 0 0 
0 人 1 0 
便 可 将 (1.3.14) 写成 向 量 形式 : 


五 +1 ee 人 五 十 殖 ,， 


进而 有 
人 一 1】 

(1.3.17) ”本 ,= Cn"PBo+ 》CB。， LI，7m=12 ,Ti， 0< 尹 < ja 
1 一 0 


今 设 p(A) 满足 根 条 件 , 则 由 引 理 1.1 的 (i, 矩阵 {C"]} 一 致 有 界 . 以 || 瑟 ,|| 表示 
回 量 的 欧 氏 模 , ||C|| 表示 相应 的 矩阵 模 , 则 有 常数 M 使 


(1.3.18) Cn 和 M，m =12 ,Th 0< 六 < 7 
4 
天 
(1.3.19) | 至 | < 则 eg 3llb] 和 吾 忆 az 和 》 |en+ 让 
J 一 0 


于 是 由 (1.3.17) 和 (1.3.18) 得 


兄 一 1 大 
(1.3.20) || 杞 | 和 MIEBoll + MBZE|laglI >》 》 |en+ 王 寺 ， 
4=0 7=0 
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而 
和 一 1 大 亿 一 ] 中 一 1 天 一 ] 
记 . 之 enti-t- 引 一 这 entt- 1 一 1 十 》 》 |en+7- 1 一 1| 
[=0 )j=0 !=0 7j=0 
们 一 和 一 工 
乏 洒 ， | 五 。 ?|| 十 V >》， [| 五 1 
=0 L 一 0 
包 一 1 
系 | 可 + (+1) 》 Bi 
=0 
好 一 ] 
和 || 吾 省 + (WE 十 1) >》 | 本 i 
j=0 
故 


7 一 】 
| 到 | 和 MB + MBZEIaegi JI 配 + MBZEIag (VE 二 1I) > | 瑟 i 
J=0 


取 吃 > 0 充分 小 , 例如 户 < po 使 


MBZL|ar | 彤 < 1 


今 
Fa =(1-MBLar 一 : 
Ka2=(1 -MBLlakl-MBLlarl(V +1)， 
则 
天 一 1 
(1.3.21) 上 | 吾 || < KEol| 十 天 zj 》 | 吾 放 |. 


3 一 0 


最 后 , 利用 Gronwall 不 等 式 (1.1.25) 得 到 
(1.3.22) “|| 吾 .|| 迄 egk27 (K 十 天 2 大 7 ol， 到 三 1 2 ,Ti 0<< 帮 < 加 


这 证 明了 多 步 法 稳定 . 

对 单 步 法 = 1) : aaunri + aoun = Bi 二 名 j),p(A) = ai 和 +ao, 唯 
一 根 Ai = -ao/al. 如 果 方 法 相 容 , 则 at + oo = 0, 和 Xi = 1 且 是 单 根 , 故 稳定 . 特 
别 Euler 法 稳定 . 

对 Admas 外 插 法 和 内 播 法 , 相应 的 p(A) = 礁 - MX#-1 = (入 一 1) XI( 天 > 2)， 
除 单 根 入 = 1 在 单位 圆周 上 外 , 其 余 的 重 根 入 = 0 所 以 Admas 
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法 稳定 . 若 p(A) = Xk - Atk-2 = (X2 - 1)Xx-2( > 2)， 则 称 相 应 的 显 方法 为 
Nystrm 法 , 相应 的 隐 式 方法 为 广义 Milne 法 . 因为 唯一 可 能 的 重 根 入 = 0 在 单 
位 圆 内 部 , 而 在 单位 圆周 上 的 根 入 = 二 1 都 是 单 根 , 所 以 稳定 . 特别 Milne 方法 
(1.2.39) 稳定 . 不 稳定 的 方法 是 不 能 用 的 . 


例 3.1 初 值 问题 


凡 一 4ttz，0 扩 上 去 2， 
ULO 三 1 二， 


的 精确 解 为 v( 坟 = (1 + 万) 考虑 线性 二 步 法 : 
wa+2 一 人 十 Qj)zun+l 十 QUn 一 (3 dj+1 一 (1 十 a) 户 ]， 
当 o 基 -5 时 是 二 阶 方法 , a = -5 时 是 三 阶 方法 . 第 一 特征 多 项 式 
p(A) = 和 X2-(1+aA+aw=( 入 一 1)( 和 一 a). 
当 a = 0 时 稳定 , a = -5 时 不 稳定 . 取 步 长 六 = 0.1 初 值 wuo = 1 附加 初 值 
w = (1 + j2)2 人 (= 0.1) 是 精确 的 . 用 方案 i) ae =0 和 (iD a = -5 计算 . 在 开始 
不 多 几 步 , 两 种 方案 算出 的 结果 都 和 精确 解 符合 , 且 (i 比 (i) 更 精确 . 但 再 往 后 


算 , 方案 (D 的 结果 仍 和 精确 解 基本 符合 , 方案 (ii) 的 误差 则 急剧 增长 , 完全 看 曲 
了 精确 解 , 具体 数据 如 表 3.1( 参 看 [24], p.34). 


表 3.1 










1.000 000 0 





1.000 000 0 1.000 000 0 
















0.1 1.020 100 0 1.020 100 0 1.020 100 0 
0.2 1.081 600 0 1.080 700 0 1.081 200 0 
0.3 1.188 100 0 1.185 248 1 1.189 238 5 
0.4 1.345 600 0 1.339 629 8 1.338 866 0 





1.562 500 0 1.552 090 0 1.592 993 5 


4.000 000 0 3.940 690 3 一 68.639 804 
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续 表 





4.884 100 0 4.808 219 7 
25.000 000 0 24.632 457 
3.3 ”收敛 性 和 误差 估计 


有 了 前 述 准 备 , 我 们 就 可 证 明 数 值 解 的 收敛 性 并 估计 整体 误差 . 设 v 人 为 
初 值 问题 (1.3.UD1 、(1.3.1)。 的 解 , w 是 线性 多 步 法 (1.3.2) 的 解 , 则 w(t) 和 
分 别 满 足 






十 367.263 92 


一 6.96 x 108 


大 开 
(1.3.23) CjL(tn+ 让 一 六 >》， 历 jtHFattn+7)) 十 工 [ut 交 
J=0 J=0 
和 
大 此 
(1.3.24) >》 aijtn+7 一 几 万 六 (fm = 下 tn+7tun+7 放 . 
J=0 J=0 


两 式 相 减 , 则 误差 (整体 误差 ) es = w(tn) - un 满足 


大 
(3.25) 和 aijen+i 一 jbpn 十 世 [( 如 六， 
J=0 
大 
(1.3.26) 二 订 [Gralt)) 一 trhwunti] 


如 前 所 设 ， 让 关于 满足 Lipschitz 条 件 , 因此 仍 满足 不 等 式 (1.3.16). 
若 丰 步 法 (1.3.2) 相 容 , 例如 , 设 (1.3.2) 是 p 阶 方法 , 则 工 [u(t); 则 有 渐 近 表示 
(1.3.6), 于 是 可 将 (1.3.25) 写成 : 


太 
(1.3.27) D_ajen+j = 10， 
J=0 


其 中 
bz 一 bn 十 cp+ihPutP+i(tn) 十 O(hpz+1). 
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令 妃 * = (har 基 ;0 ;0)T, 则 由 (1.3.16), 有 
|| 召 3 和 pag 巡 | 委 旭 ap lb 十 Mp+ihe+ 
大 
乞 jiBFlakgll 》 |en+il 十 Mp+ihetl 
= 
(AMp+1 = as |Cp+isupilutp+D 人 Hb| 十 ]: 

比较 (1.3.27) 和 (1.3.14), 知 向 量 媚 ,。 = (e+ ,en)T 仍 可 表 成 (1.3.17), 只 
需 用 殖 * 代替 那里 的 吾 , 

藻 天 步 法 (1.3.2) 稳定 , 即 p( 和 A) 满足 根 条 件 , 则 (1.3.18) 成 立 , 于 是 和 (1.3.20) 
平行 地 有 


了 4L 一 1 类 
|| 盏 外 < M(Eol| + MiTAP) + MBZEagllj》 >》 |en+i-L-i|. 
ti=0 7 一 0 


取 刀 > 0 充分 小 , 使 
MBLIar hn < 1. 


则 可 得 到 与 (1.3.21) 平行 的 不 等 式 : 
隐 一 ] 
| 可 || 和 天 :Lo 十 Mp+ITA2|| 十 天 2 力 》 || 瑟 让 
J 一 0 


最 后 由 Gronwall 不 等 式 就 得 到 误差 估计 : 
(1.3.28) || 瓦 || 和 es27 (Ka 十 天 2Kj) 上 | 瑟 ol 十 MITAP). 
总 之 我 们 得 

定理 3.3 若 解 初 值 问题 (1.3.1)1-2 的 多 步 法 (1.3.2) 相 容 而 且 稳定 ， 则 当 
玉 一 0, 刀 一 二 时 数值 解 w 一 (四 其 中 瑟 0 是 初始 误差 向 量 . 若 更 设 (1.3.2) 是 
了 阶 方法 , 则 还 有 误差 估计 (1.3.28)， 

习 题 
1. 证 明 线 性 多 步 法 
IE 二 [人 +3) 太 +a 十 (3 河 汪 


当心 尖 -1 时 阶 是 2; 当 b = -1 时 阶 是 3. 又 = -1 是 不 稳定 的 . 将 = -1 的 方法 用 到 
,省 一 也 tuf{(0O) 一 1】， 解 出 相应 的 差分 方程 (to 一 ], U1 一 1)， 说 明 方 法 发 散 . 
2. 确定 a 的 变化 域 , 使 线性 多 步 法 


Wn+3 十 c(tun+2 一 Un+1) 一 Un 三 5(3 十 a) 户 (六 +2 十 友 +1) 
是 稳定 的 , 并 说 明 方 法 的 阶 不 能 大 于 2. 
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84 单 步 法 和 Runge - Kutta ( 龙 格 - 库 塔 ) 法 


Euler 法 是 最 简单 的 单 步 法 ， 单 步 法 不 需要 附加 初 值 , 所 需 的 存储 量 小 , 改 
变 步 长 灵活 , 但 线性 单 步 法 的 阶 最 多 是 2. 本 节 将 介绍 非 线性 (关于 廊 高 阶 单 步 
法 , 重点 是 Runge - Kutta 法 . 


4.1 Taylor 展开 法 
设 初 值 问题 
& 一 了 (1 
u(t) 一 u0 
的 解 充 分 光滑 . 将 vb 在 如 处 用 Taylor 公式 展开 : 
(1.4.1) 全 ) = 人 (to) 十 jl (如 ) 十 ul(to) 十 十 () + O(hz+1)， 
其 中 ui 人 (to) 一 0， (如 ) 三 jt0,2 (to)) = 一 (too)， 


uC (如 ) = 吨 7 = | 瑚 十 所 (ji=b 
t 一 to 
4W0) 下 FUto,2uo) 思 (to， 40)， 
43) (如 ) 三 民 中 | 二 





(1.4.2) d 
一 1 十 2F(to,uo)jFiu(to,uo) 十 

庆 (touo) js 人 toyuo) 十 天 (to,uo) 记 (to,uo) 十 

F(to,zo)fs(to,uo)， 
令 

了 1 一 了 

(1.4.3) 2(bu(, 放 = 人 开 天 Stat) 
则 可 将 (1.4.1) 改写 为 
(1.4.4) (如 十 丸 ) 一 &(t 如 ) = pp( 如 , 关 (to), 大 ) 十 OU(hP+1)， 


舍 去 余 项 O(hP+1), 则 得 


1 一 10 三 jp( 如 ,20， 刀 ). 
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一 般 说 来 , 知已 知 ww, 则 
(1.4.5) WE 


这 是 一 个 单 步 法 , 局 部 截断 误差 为 O(Pz+1). 由 (1.4.2)(1.4.3) 可 知 ep 关于 j 非 
线性 . 当 ? = 1 时 它 是 Euler 折线 法 . 由 于 计算 ol 如 ,wj) 的 工作 量 太 大 , 一 般 
不 用 Taylor 展开 法 作 数值 计算 , 但 可 用 它 计算 附加 初 值 . 


4.2 单 步 法 的 稳定 性 和 收敛 性 
将 初 值 问题 写成 积分 形式 : 
十 办 
(1.4.6) (万 十 大) 一 2 人 (t) 一 下 rw(T))dr， zu(to) = 140. 


如 果 有 某 一 确定 的 羡 数 ft u， 岂 ) (通过 某 种 离散 化 ), 使 初 值 问题 的 任 一 解 (万 ) 
满足 


(1.4.7) zu 人 (tt 十 态 ) 一 v 人 (区 一 pp 人 ,7 关 十 OUPP+D)， 
其 中 P> 1 是 使 (1.4.7) 成 立 的 最 大 整数 , 则 称 算法 

(1.4.8) UL 一 十 jp 人 taun 有， 于 一 01 人/ 
为 D 阶 单 步 法 . 


Taylor 展开 法 是 p 阶 单 步 法 , (tuw, 户 ) 由 (1.4.3) 定义 . Euler 法 是 一 阶 单 步 
法 , 相应 的 p = tv 人 (tb)， 


a( 直 一 纯 
ONP) = j(rulr))dr+OU)， 


2(t 人 (t, 丈 ) 一 

败 
im Pt 人 (th 和 ) 一 了 ( 坟 W( 芍 )， 
定义 p 人 bu,0) = Fu 人 )) 则 知 pv, 六 于 天 = 0 连续 .反之 , 若 eltu 人 tb, 门 
于 几 = 0 连续 且 单 步 法 (1.4.8) 的 局 部 截断 误差 有 = o( 站 (一 0), 则 由 
] 十 产 
pf, 则 = 天 上 Jaln)ar+o0D 

令 六 一 0, 知 Pu,0) = tu 人 tb). 所 以 可 将 单 步 法 的 相 容 性 定义 为 

定义 4.1 称 单 步 法 (1.4.8) 相 容 , 如 果 pltu 人 tj) 于 尹 =0 连 续 , 且 


Pttb 0) 一 太太 1 
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定理 4.1 设 pl(tiuj(to 入 在 入 思 0 芝 六 入 ho eE(-oooe)) 关于 满足 
Lipschitz 条 件 , 则 单 步 法 (1.4.8) 稳定 ， 


实际 上 , 设 w 是 (1.4.8) 的 以 wo 为 初 值 的 解 , 则 
on4+1 一 Vn 十 jp(t 如 on 及 ). 
与 (1.4.8) 相 减 , 知 en = un 一 加 满足 
en+1l 一 en 十 j[p( 如 nan 用) 一 P( 加 ,un 故 )]， 
于 是 


< en| + ALElen| = (1+AE)len| 
< 和 (1+AD)"+lleol 
私 


2 去 ez(T 一 to)|eo|， (人 十 1 六 忒 下 一 如 ， 


|en+1| 


所 以 (1.4.8) 稳定 . 


定理 4.2 设 p( 人 tu 满足 定理 4.1 的 条 件 ， 又 单 步 法 (1.4.8) 相 容 ， 则 当 
六 一 0 时, 它 的 数值 解 ws 一 人 昌 ， 只 要 如 十 了 压 一 十 初 值 uo 一 u(t 如 ). 落 更 设 
(1.4.8) 是 p 阶 单 步 法 , 则 还 有 化 速 估计 (1.4.9). 


证 了 明 不 妨 设 (1.4.8) 是 p 阶 单 步 法 . 则 初 值 问题 的 解 v(t 满足 
ua 人 (t+1) 一 人 ( 吉 ) 十 jp 人 (tu(t)) 户 ) 十 O(Pp+l)， 
与 (1.4.8) 相 减 , 并 令 en = wz 人 (如 ) -um 则 
en+1l 一 en 十 刀 [P(tnyu 人 tn)) 厌 ) 一 op( 如 um) 大)] 十 OU(hP+1). 

因 pp 关于 v 满足 Lipschitz 条 件 , 所 以 

le+i| 世 |en| 十 并 |en| 十 chpP+1， 

len+i| 一 len| < AZlen| + chP” ， 
两 端 关 于 ” 求 和 , 得 


拉 一 
len| < (leol + cThz) + AD 》 |ek| 
大 一 0 


再 利用 Gronwall 不 等 式 (1.1.25), 就 得 到 估计 : 
(1.4.9) lena| 科 ec [(1 十 工 j)|eo| 十 ceTAP]. 


特别 若 取 wo = vw(to), 则 eo = 0, 误差 en 的 阶 为 O(Pz). 
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4.3 Runge - Kutta 法 


Taylor 展开 法 ,用 j 在 同一 点 (如 ,un) 的 高 阶 导 数 表 示 eflt,un 加 , 这 不 便 
于 数值 计算 . Runge - Kutta 型 方法 是 用 j 矿 在 一 些 点 上 的 值 表示 of 如 un), 使 
单 步 法 局 部 截断 误差 的 阶 和 Taylor 展开 法 相等 . 我 们 先 在 区 间 比 上 + 站 上 讨论 . 
将 初 值 问 题写 成 积分 形式 : 


证 太 
(1.4.10) z2( 丰 十 态 ) 一 (t) 十 1 (7T,u(T))d7. 


在 届 上 十 阁 取 各 个 点 和 三 大 和 妇 过 轨 和 和 刀 过 丰 十 几 若 知 道 大 
fu 人 ()) 之 =1 ,mm 则 可 用 它们 的 一 次 组 合 去 近似 广 


7 


一】 
问题 是 如 何 计 算 避 ( 因 vv 人) 未 知 )， 一 个 直观 的 想法 是 : 设 已 知 伯 ，) 
(fu 人 ti))), 由 Euler 法 了 人 要) 二 人 ) 十 ( 雪 一 二)7u 人 (ta)) 一 全 直 ) 十 ( 妇 一 三)Ra， 
于 是 


| 


ja2 盖 Fi 人 (t) 十 ( 妇 一 三 )K)， 
再 利用 Euler 法 又 可 以 从 (tz,2) 算出 
ja 盖 Fa 人 (二 ) 十 ( 妇 一 三 )KI 十 ( 妇 一 如) 有 2). 


如 此 可 继续 下 去 . 要 求 节点 { 全 } 和 系数 ci 适当 选取 , 使 近似 式 (1.4.11) 有 尽 可 
能 高 的 通 近 阶 . 这 为 下 面 构造 Runge-Knutta 法 提供 某 些 启示 . 
为 便于 推导 , 我 们 先 引进 若干 记号 . 首先 令 


丰 三 二 十 G 识 一 四 十 ai 六 一 2 ;77， 
其 中 oi 与 玫 无 关 . 再 引进 下 三 角形 系数 阵 : 
bo21 
pa3l ba32 
bmnl bm2 人 1 


其 中 50 与 尹 无 关 ， 


z 一 1 
(1.4.12) 一 0 三 23 人 
了 一 1 
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又 CC 二 0 
(1.4.13) > “=- 一 1 
假设 三 组 系数 {fai},{fb} 和 {fc} 已 给 定 , 则 Runge-Kutta 法 计算 过 程 如 下 : 
(1.4.14) UP 二 1 一 nm 十 ji2( 丰 ， tn 六) 三 1 》 
其 中 
(1.4.15) p(bvu 人 ( 鸭 ) 态 ) -oh 
交合) 


开 2> 一 大任 十 ha2yu(t) 十 尹 bD21 1 )， b21 一 Q2， 
帮 3 一 了 人 ( 下 has 人 it) 一 九 (pal Ki 十 ba32K2 ))， ba3l 十 532 一 Q3， 


间 


(1.4.16) 


1 一】 


7 一】 
jn 一 tt 十 hamyu(t 十 六 》 bj)， : bn 一 am. 
17] 
系数 {aij,{o} 和 {c} 按 如 下 原则 确定 : 将 点 关于 下 展开 ,以 之 代 到 
(1.4.15), 使 ! 次 寡 贿 (1 = 0,1…,p 一 1 的 系数 和 (1.4.3) 同 次 寡 的 系数 相等 , 如 
此 得 到 的 算法 (1.4.14) 称 为 mm 级 p 阶 Runge-Knutta 法 . 
现在 推导 一 些 常用 的 计算 方案 . 将 wlt 十 尹 展开 到 户 的 三 次 震 : 


(1.4.17) u 人 十 尹 ) 一 2( 直 十 > 外人 +O(14) = 十 jpr 人 (to 放 )， 


其 中 
oOT( 吉 2) 态 ) 一 丰 十 5 十 NM2(F 记 +G) +O(j3)， 
9 忆 = 天 +Jf， 
GC= 大 +2ffu 二 产 fv. 


其 次 , 由 二 元 Taylor 展 式 ， 
pi 一 (tt， 也 ) 一 
大 2 一 (人 十 Rao2 ,4 十 ha2zki ) 
= 上 haaz( 瑚 十 向 帮 ) 十 5h2a3( 庆 二 28 十 慰 Pa) 二 O() 


1 
一 十 ha2z 严 十 7j 02G 十 O(13)， 
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| 
Ka3 一 了 十 ha3 玉 十 几 (a2b32 六 灰 十 503G) 十 O( 刀 3). 
于 是 


(1.4.19) oa: 帮 ) = (cl 十 cz 十 cs) 太 十 j(azca 十 aac3) 天 十 


站 |2azbazcs 太 开 十 (a2co2 十 acs)G| 十 O(A). 


比较 e( 人 wm) 和 werttu 加 的 同 次 寡 系 数 , 可 得 以 下 具体 方案 . 
(一 ) 到 =1 比较 六 的 零 次 震 , 知 
pt 有) 三 上 


算法 (1.4.14) 是 Euler 法 . 
(二 ) 痉 =2 此 时 ea = 0， 


工 
op( 加 2 大 ) 一 (cl 十 cz) 六 十 haazco 十 ja2c2G 十 O(13)， 


与 pTr 人 tt) 比较 1 的 系数 , 则 
1 
cl 十 cz 一 1， aoco 一 7 
它 有 无 穷 多 组 解 , 从 而 有 无 穷 多 个 二 级 二 阶 算法 . 两 个 常见 的 方法 是 
1 
(1) cl = 0，ca = 1，az == 此 时 


] 1 
n+l 一 1 十 太太 人 十 5， Wan 十 5 


称 为 中 点 法 ， 这 是 本 种 修正 的 Euler 法 . 
(2) cl = cz = 可 ，92 一 1 此 时 
tn 一 十 5 ws) 十 了 (ti:un 十 而 矶 让。 


这 是 改进 的 Euler 法 . 
(一 ) 到 =3 比较 (1.4.18) 和 (1.4.19), 令 1 加 ji 的 系数 相等 , 并 注意 已 G 
的 任意 性 , 得 


1 
cl1 十 c2 十 c3 王 1， wo2co2 十 asca 一 7， 
1 
号 


中 | 一 


2 汪 
G2C2 十 Q3C3 一 Q2b32c3 一 
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四 个 方程 不 能 完全 确定 六 个 系数 , 因此 这 是 含 两 个 参数 的 三 级 三 阶 方法 . 常见 的 
方案 有 
(1) Heun 三 阶 方法 . 此 时 


1 3 
c2 = 0， 5 
1 2 2 
算法 为 
大 
Un 十 1 一 人 mn 十 IT(ka 十 3jka)， 
襄 = tn un)， 
1 
(1.4.20) 站 二 (nm in 十 hha ) 


2 2 
总 三 了 所 二 5hko ) . 


3 3 
(2) Kutta 三 阶 方法 . 此 时 


1 6' 2 ”3， 3 6， 
oa 一 了 aa 一 1， bz 一 2 
算法 为 
九 
un+1 一 wm 十 厅 (el 十 4k2 十 js)， 
二 和 
(1.4.21) “1 1 
馈 = 了 (如 +5iim 二 5 )， 


Ka 一 0 十 疡 ,un 一 九 Kl 十 27mk2z)， 
当 太 与. 无 关 时 , 这 就 是 Simpson 公式 . 

(四 ) 和 =4 将 (1.4.18), (1.4.19) 展开 到 岂 , 比较 请 (= 0,12,3) 的 系数 , 则 
得 含 13 个 待定 系数 的 11 个 方程 , 由 此 得 到 含 两 个 参数 的 四 级 四 阶 Runge-Kutta 
方法 类 , 其 中 最 常用 的 有 以 下 两 个 算法 : 

四 阶 Runge-Kutta 法 : 


六 
n+l 一 Wn 十 Ba 十 2K2 十 2jas 十 1a)， 
达 1 一 有 tm)， 


1 1 
(1.4.22) jz 一 了 世 十 7 ztn 十 5 ) ， 


1 1 
处 三 了 [ 十 hn 十 hk ) 


ja 一 丰 (tn 十 万 ,an 十 天 Ka3). 


84 单 步 法 和 Runge - Kutta ( 龙 格 - 库 堪 ) 法 - 37 - 


和 人 
n+L 一 mn 十 ga 十 3ko2 十 3Ka 十 ja )， 
1 人 
1 1 
ka = 上 [人 二 ja Na hko ) 


K4 一 了 (tn 十 妃 ， Wan 十 太太 1 一 万 Ko 十 九 63 ). 


(1.4.22) 是 最 常用 的 Runge-Knutta 法 , 通常 也 称 为 经 典 的 四 阶 Runge-Knutta 法 . 

仿 此 人 们 还 可 造 出 更 多 的 算法 . 设 ft 由 (t 如 和 ti 乏 Tue(-co,+co)) 连续 ， 
且 关 于 满足 Lipschitz 条 件 . 由 2(bv 人 人, 几 ) 的 表达 式 (1.4.15)，(1.4.16) (注意 
ci 十 .… 二 em 三 贡 知 vtu0) = ft 即 Runge -Kutta 法 相 容 , 所 以 定理 4.1 
和 和 定理 4.2 对 Runge 一 上 utta 法 恒 成 立 ， 特别 刀 阶 Runge -下 utta 法 整体 误差 的 
阶 为 O(PP). 


例 4.1 用 四 级 四 阶 Runge - Kutta 法 计算 初 值 问题 : . 
巡 一 4tus， 0 入 去 2， 
(0) 三 1 
取 刀 = 0.1,0.5,1. 精确 解 为 
x( 坟 一 (1 十 妇 ) 


计算 结果 如 表 4.1. 与 83 例 3.1 的 表 3.1 比较 , 可 见 Runge_Kutta 法 的 稳定 性 较 
线性 三 阶 二 步 法 优越 . 







1.081 599 



























1.562 500 1.562 497 1.561 106 
0.8 2.689 600 2.689 592 - - 
1 4 3.999 985 3.993- 247 3.913 900 
1.3 5.953 600 5.953 576 四 = 
1.5 10.562 500 10.562 455 |- 10.542 656 - 





25.000 000 24.999 904 24.957 954 24.530 977 


习 题 


就 cz = ca 和 az = as 导出 三 阶 Runge - Kutta 法 . 
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85 绝对 稳定 性 和 绝对 稳定 域 


5.1 绝对 稳定 性 


无 论 从 理论 或 应 用 方面 看 , 单 步 和 多 步 法 都 必须 是 稳定 的 . 但 这 种 稳定 有 两 
个 限制 , 一 是 要 求 e (0, hno) 充分 小 , 而 实际 用 的 疡 是 固定 的 ; 二 是 只 允许 初 值 
有 误差 , 往 后 各 步 计 算 都 精确 ,而 实际 计算 时 每 步 都 可 能 有 伟人 误差. 为 了 控制 
这 种 误差 的 增长 , 需 对 多 步 法 提出 进一步 要 求 , 即 绝对 稳定 性 . 

对 一 般 非 线性 常 微 分 方程 组 : 


让 一 了 (tb 2) 
讨论 绝对 稳定 性 是 困难 的 , 通常 是 考虑 它 在 解 u 临近 的 线性 化 方程 : 


( 公 一 王 ) = 0 一 琵 ). 
为 此 我 们 讨论 线性 常 微分 方程 组 : 
(1.5.1) 1 一 AU， 


其 中 4 是 常数 矩阵 . 设 4 可 对 角 化 : 
T-147T = diag( 和 Al ,和 Xm)， 


Ai 是 实 或 复 特征 值 , 作 变 换 业 = Tuw, 则 (1.5.1) 化 为 


信 一 AiUi， 了 一 1 7 
因此 作为 模型 , 我 们 考虑 方程 
(1.5.2) WU 一 AU 
的 绝对 稳定 性 , 其 中 / 是 实数 或 复数 . 
求解 (1.5.2) 的 线性 多 步 法 为 
大 大 
(1.5.3) 和 CT7TUnm-T1 一 有 下 放 -， [Un 
IJ=0 7 一 0 
令 下 = / 央 , 则 
大 用 
(1.5.4) >》， Q7Un 二 7 一 瑚 >》， On 一 0. 
j=0 J=0 
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实际 计算 时 每 步 都 可 能 有 伟人 误差 , 得 到 的 是 ww 的 近似 柬 , 满足 
大 
(1.5.5) 》 (oj 一 01)an4i = 加 
J=0 


其 中 加 为 局 部 伟人 误差 . 假设 | 四 | 入 M. 令 酚 = 瑟 一 xn 显然 瑟 满足 


大 
(1.5.6) 》 (oj 一 PiOj)En+ji = 向， 
7T=0 
如 前 引进 大 维 列 问 量 五 n ee (En+k-1)…: 本 和 人 条 mn 一 (ar mn 0,…- ,和 以 及 
k x 天 和 托 阵 


一 ak ak_1 一 0F ak .2 -ar al 一 ar ao 
0 ……， 0 0 
(1.5.7) 忆 = 0 1 …: 0 0 
0 0 ， 1 0 


其 中 CQ1T 一 CQ 一 疡 Bi 一 此 ,大 一 1， 3 上 0， 假定 彤 充分 小 使 人 天 天 0， 则 可 将 (1.5.6) 
写成 向 量 形式 : 
五 = C 玉 _1 十 97n， 


逐次 递 推 , 得 
(1.5.8) 到 = 夺 B+(C + 二 本 二) 


(参看 (1.3.17)). 为 使 误差 五 。 在 逐步 计算 中 减 小 , 应 要 求 


(1.5.9) lim = O. 
令 
大 大 
(1.5.10) p(A) = 》 oajX，o(A) = 》 万， 
7 一 0 了 一 个 
则 矩阵 C 的 特征 方程 为 
(1.5.11) p(A) -- ho(A) = 0. 


由 引 理 1.1 的 (ii), 可 知 (1.5.9) 成 立 的 充 要 条 件 是 (1.5.11) 的 根 都 在 单位 圆 内 . 
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定义 5.1 称 线性 类 步 法 关于 玉 = / 太 绝对 稳定 (absolutely stable)， 如 果 
特征 方程 (1.5.11) 的 根 都 在 单位 圆 内 (| 和 | < 1). 若 存 在 复数 域 DA, 使 多 步 法 对 
vih ED 都 绝对 稳定 , 则 称 万 4 为 绝对 稳定 域 . 

显然 绝对 稳定 域 越 大, 方法 的 适应 性 越 强 , 因此 也 更 优越 . 

可 以 证 明 (参看 [ 引 ), 当 和 矩阵 C 的 特征 值 都 在 单位 圆 内 时 (C 的 谱 半 径 小 于 
1), 存在 一 种 范 数 川 . 吃 , 使 | 人 || < 1. 由 (1.5.8), 直接 得 


Ills | 加 + -lilb-2， wml， mh2… 


所 以 伟人 误差 的 影响 是 可 控 的 《连续 依 赖 MT). 

对 一 般 的 非 线 性 问题 ， 不 是 常数 ， 此 时 可 取 虑 是 本 的 界 或 折 的 一 个 或 
多 个 代表 值 , 疡 为 最 大 容许 步 长 . 

5.2 ”绝对 稳定 域 


设 D4 是 多 步 法 的 绝对 稳定 域 . 则 特征 方程 (1.5.11) 确定 一 由 单位 圆 |A < 1 
到 复 平面 六 e 2 的 解析 变换 : 


(1.5.12) 由 = p( 入)/e( 和 ). 


命题 5.1 一 个 相 容 、 稳 定 的 多 步 法 若 绝 对 稳定 , 则 由 的 实 部 Re < 0, 从 
而 绝对 稳定 域 D4CZQ_ ( 左 半 平 面 ). 

证 明 因 多 步 法 相 容 且 稳 定 , 故 1 必 为 p(A) 的 单 根 , 即 p(1) = 0, 但 c(l) = 

pi(1) 关 0. 设 大 次 方程 
pP(A) - hz(A) = 0 

的 根 为 Ai( 站 ,和 Xx( 方 ， 则 必 有 了 唯一 根 , 比如 Ni(A) 一 1(1 是 p(A) = 0 的 
单 根 ) 当天 一 0， 其 余 根 和 1 保持 一 正 距 离 , 比如 |M( 内 = 直 > 兰 6 >0, 当 
疡 一 0 =2 .大 .又 几 =exp(t) 满足 取 = ju 若 方法 为 疡 阶 , 则 


此 天 
》 ”aiexp(Ant 十 力 )) -五 》 Diexp(nt 十 加 ) = OUPt) = OU” )， 


J=0 7T=0 
从 而 
pe - Fo(en) = OU )， 
将 左 端 分 解 因子 , 得 


(es 一 Ai( 有 )(er 一 )Xa( 有 ) (es 一 和 Ak(P) = OU ) 
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” 因 exp( 记 一 1 当天 一 0, 故 除 第 一 个 因子 外 , 其 余 因子 均 有 正 下 界 , 即 
|- (| 本 

(6; 是 与 尹 无 关 的 正 数 ), 因此 

(1.5.13) 和 (人 二 DO 


由 方法 的 绝对 稳定 性 知 |Ai( 站 | < 工 恒 成 立 , 又 了 P > 1 故 必 有 Rej = Rej 太 < 0， 
因此 Re < 0. 

注意 单位 圆周 人 = = 1 在 变换 (1.5.12) 之 下 , 所 得 的 映像 就 是 绝对 稳定 域 DA4 
的 边界 . 由 (1.5.13), 玉 =0 时 Xi(0) =1, 故 盖 4 的 边界 经 过 0. 

检验 绝对 稳定 性 归结 为 检验 特征 方程 (1.5.11) 的 根 是 否 在 单位 圆 内 (| 和 | < 
1), 这 有 很 多 判别 法 , 如 著名 的 Routh-Hurwitz 准则 ,Schur 准则 和 Miller 准则 
(参看 [24] 的 第 3 章 ). 这 里 只 列 一 个 简单 而 常用 的 判别 法 : 复 系数 二 次 方程 X2 一 
-<c=0 的 根 在 单位 圆 内 的 充 要 条 件 是 : 


(1.5.14) 2 一 人 一 | 妈 二 4cl+2lc >0，|lel<1l 
5.3 ”应 用 例子 


例 5.1 Adams 法 的 绝对 稳定 域 . Adams 外 搬 法 和 内 播 法 的 特征 多 项 式 分 
别 为 


p(A) -por(A) = 入 -1( 入 一 1) 一 严 》 大 -LA 一: 
ti 一 0 


p(A) 天 (A) = XI Je 本 


其 中 wk: 和 及 分 别 由 表 2.2 及 表 2.4 给 出 . 站 上 步 /= 1,2,3,4) Adams 外 
揪 法 和 内 搬 法 的 绝对 稳定 域 与 实 轴 的 交集 分 别 为 (cg,0) 和 (ar,0), 其 中 agox 
如 表 5.1. 从 表 中 看 出 , 内 搬 法 的 稳定 域 比 外 插 法 大 


表 5.1 Adams 方法 的 绝对 稳定 域 





例 5.2 Runge - Kutta 法 的 绝对 稳定 域 
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在 Runge-Knutta 法 中 取 上 = pu (为 常数 ), 则 
851 三 Kun， 


ka 一人 (1 十 po2l1j)un 三 有 PP)un， 


2 
ka 一/ ( +hh2 bo 一 AL 十 p311 太 (Hi))an 三 及 杞 (Ah)un， 
生 1 


Km 一 HA -ICUP)un， 
其 中 已 (N) 是 站 次 多 项 式 , 从 而 
p(tnyan) 瑚 ) 一 必 阳 sj tm- 
这 1 
Runge-Knutta 法 为 
(1.5.15) tn 三 tn 十 pt 一 Un 十 忆 (ht 从 王 01 ….. 
其 次 ， 将 2 如 n+1) 在 tn 展开 : 
态 P 
(如 +1) 一 (tn) 十 ja 人 tn) 十 … 十 可 慷 ” (tn) 十 O(hP+1)， 


将 内 =hau 的 解 v( 轨 = ek 代 到 上 式 得 





四 .Li p 
utn) = (1+Ah+ + 攻 ) uto)+O +1)， 


| 
若 方法 是 p 阶 的 , 则 


Ci 


1 十 忆 (HUp) 王 1 十 /大 十 …: 站 型 


而 / 忆 任意 , 故 冯 >Dp. 取 mm=P, 将 (1,.5.15) 写 为 
oa 人 立 作 )w 加 一 人 1 号 


t= 
其 特征 方程 是 一 次 的 , 唯一 的 特征 值 
(1.5.16) 和 疡 一 1 居 . 
21! 7 


注意 , 当 mm = 1,2,3,4 时 , 解 不 等 式 |Ni| < 1 就 可 得 出 绝对 稳定 域 DA4, 参看 图 
5.1. 表 5.2 是 DA4 与 实 轴 相 交 的 区 间 , 从 中 看 出 , Runge-Knutta 法 的 绝对 稳定 
域 一 般 比 线性 多 步 法 大 , 这 是 它 的 优点 . 
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在 使 用 Runge-Knutta 法 时 , 应 取 户 使 凡 属 于 绝对 稳定 域 , 否则 有 可 能 产生 
很 大 误差 (虽然 方法 稳定 ). 例如 用 四 阶 Runge-Kutta 法 (1.4.22) 求解 


4W: 一 一 20x， (0) = 1， 


步 长 为 0.1 及 0.2. 当 步 长 取 为 0.1 时 , 六 属于 绝对 稳定 域 , 误差 随 郊 下 降 到 零 . 
当 步 长 取 为 0.2 时 , 不 属于 绝对 稳定 域 , 误差 很 快 增长 . 计算 结果 的 误差 如 表 
5.3. 
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表 5.3 
ETE 天 生生 和 国 IEDOEEE 
0.0 0 0 
0.2 _0.092 795 4.98 
0.4 _0.012 010 25.0 
0.6 0.001 366 125.0 
0.8 _0.000 152 625.0 






:一 0.000 017 





Runge-Kutta 法 和 预 - 校 算法 是 求解 常 微分 方程 初 值 问题 的 有 效 数值 方法 . 
本 节 介 绍 的 Runge-Kutta 法 都 是 显 式 的 , 为 了 进一步 改善 稳定 域 ， 人 们 也 采用 隐 
式 Runge-Knutta 法 , 参看 [22] 一 [24]. 


” 世 
习 . 是 


1. 证 明 方 法 un+l 一 ar 三 疡 六 +1 对 所 有 疡 < (一 co,0) 绝对 稳定 . 
2. 验证 表 5.1 所 列 Adams 外 插 法 和 内 播 法 的 绝对 稳定 域 . 
3. 求 二 级 二 阶 隐 式 Runge-Knutta 法 


un 一 tm 十 二 hka 十 和 ) 
Ki 一 (tn tn )， 
下 亿 王 有 (各 十 ja)) 


的 绝对 稳定 域 . 
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6.1 对 一 阶 方程 组 的 推广 
实际 中 遇 到 的 不 只 是 一 阶 方 程式 , 而 且 还 有 含 m 个 方程 的 一 阶 方程 组 , 其 
一 般 形式 为 


dz21 
dt 二 (全 有 
da2 

(1.6.1) 0 er 一 四 mh 
du 
一 一 一 有 oa) ,Wasj， 


人 
这 里 友和 和 Ti| < oo = 1 2……， 7) 是 柬 +1 个 变 元 的 连续 陋 
数 . 为 使 (1.6.1) 的 解 确定 , 还 需 给 出 初 值 条 件 : 

(1.6.2) ui 人 to) 一 %oi， 三 1,; 2， "1 


这 就 是 一 阶 方程 组 的 初 值 问题 . 如 果实 际 问题 不 是 一 阶 方程 组 而 是 高 阶 方程 式 ， 
我 们 也 可 以 把 它 化 为 一 阶 方程 组 , 例如 mm 阶 微分 方程 : 


tf(rm) 二 下 (tu UL 二 了 


只 要 引进 新 变量 


就 化 为 一 阶 方 程 组 : 


-一 baahua um- 
此 种 转化 不 仅 是 理论 上 需要 , 在 计算 上 也 可 能 更 方便 . 引进 向 量 记号 : 
& 一 (uam) ， 玫 = ( 记 , 记 fm) ， ao=(uoluo2 ,Mom) 
则 (1.6.1) 可 写 为 向 量 形式 : 
(1.6.3) au = (二 )， au(to) = uo. 


右 ftvu) 关于 满足 Lipschitz 条 件 , 则 问题 (1.6.3) 有 唯 - 解 (参看 [). 

前 面 介 绍 的 线性 多 步 法 , 预 - 校 算 法 和 Runge-Knutta 法 都 可 直接 推广 到 一 
阶 方 程 组 ,只 需 用 向 量 代 替 相 应 的 标量 . 所 有 关于 相 容 性 、 稳定 性 和 收敛 性 的 定 
义 和 结 论 都 可 推广 到 方程 组 ， 只 需 将 绝对 值 号 | .| 换 成 mm 维 欧 氏 空间 的 向 量 模 
上 站 , 例 如 解 方程 组 的 线性 多 步 法 是 : 


大 
(1.6.4) Zuni 问 = >》 [ajun+i 一 hi7(tn+rhanti)]=0， 
IJ=0 


oj,Bj 是 标量 , fw; 阁 是 向 量 算 子 ， 稳定 性 的 充分 必要 条 件 仍然 是 第 一 特征 多 
项 式 满足 根 条 件 . 
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但 绝对 稳定 性 的 定义 要 适当 修改 . 因为 在 方程 式 的 情形 , # 的 导数 坏 是 标 
量 , 在 模型 问题 w = ju 中 的 六 也 是 标量 . 现在 5 时 下 元 术 卫 5 所 人 应 当 
用 mm 阶 常 矩 阵 4 代替 起 .和 (1.5.6) 平行 的 线 人 


大 
(1.6.5) >》 (ay > 疡 0 4) ) 下 "7 一 7m、 


JI 一 0 


假定 和 矩阵 4 的 特征 值 互 异 , 则 可 对 角 化 


Fn 
从 而 方程 组 (1.6.5) 可 化 成 m 个 独立 的 方程 式 , 相应 的 特征 多 项 式 有 mm 个 : 
(1.6.6 ) p(A) 一 PCG( 入 ) 王 0， 【一 1 2,. ;77 
其 中 
p(A) = 》 aijX,a(A) = 》 万 X， 
JJ 一 0 7 一 0 


以 r) (7 一 = 12…… ,5，/= 12.… ;mm) 表示 (1.6.6) 的 根 的 绝对 值 , 则 可 将 方法 
的 绝对 稳定 性 定义 为 
(1.6.7) 7 <， 了 二 1 二 2 


一 般 说 来 , 矩阵 4 非 对 称 , 特征 值 赂 是 复 的 , 所 以 由 (1.6.7) 确定 的 参数 瑟 = 中 
的 稳定 域 也 是 复 的 . 


6.2 ”刚性 问题 


一 阶 方程 组 的 解 在 圭一 co 的 过 程 中 , 各 分 量 的 变化 可 能 相差 很 大 , 这 会 给 
计算 带 来 一 定 困难 . 例如 考虑 如 下 线性 常 微分 方程 组 : 


(1.6.8) tu 一 4， WE 及 3， 


(1.6.9) u(0) 一 (2, 1,2)T， 
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其 中 
0 0 
(1.6.10) 和 | 0 一 50 0 
0 70 ”一 3x104 
4 的 特征 值 为 


和 il = 一 0.1， 》az = 一 50， 和》a = -3 x 104. 
所 以 方程 组 (1.6.8) - (1.6.9) 的 解 为 


1 (t) 一 和 


ua 人 (t) 一 e 一 0t， 


汪 70 一 50t ( 70 】 一 3x10 一 4 
vt 思 一 3X10070e 二 2 一 507) 


= 0.002 337e-50t + 1.997 663e-3x10 t. 


显然 当 上 一 co 时 解 的 各 分 量 (人 均 按 指数 衰减 到 稳 态 解 避 ( 雪 = 0,; = 1,2,3. 但 
这 些 分 量 收敛 到 稳 态 解 的 速度 很 不 一 样 , 这 中 特征 值 的 大 小 差别 悬 珠 有 关 . 若 用 
数值 方法 求解 , 例如 用 Runge - Kutta 法 , 其 绝对 稳定 域 为 (一 apR,0) = (一 2.78, 0)， 
为 使 方法 绝对 稳定 , 应 要 求 |hXs| = 3 x 104h < aR = 2.78 或 
ww CR _ 2.78 中 
|Xs| 3x104 
其 次 , 为 使 w(t) 充分 接近 稳 态 解 , 应 要 求 ex:t = e-01 充分 接近 零 . 比如 e-0.4t = 


e-4 或 厂 s% 40, 于 是 计算 步 数 


10~《4. 


一 4x105 





在 注意 到 每 步 要 计算 右 端 吗 数 六 便 知 计算 量 是 很 大 的 . 

产生 上 述 困难 主要 来 自 方程 的 系数 矩阵 (或 一 般 方程 的 Jacobi 矩阵 ) 的 特 
征 值 的 分 布 , 它们 位 于 左 半 平面 , 而 按 绝对 值 相差 悬殊 , 这 类 方程 称 为 刚性 方程 
(Stif 方程 ). 


(1.6.11) ui 人 二 4u 二 gb 
和 非 线性 系统 


(1.6.12) ui 人 t) = 下 (1) 
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定义 6.1 称 (1.6.11) 为 刚性 的 , 如 果 和 Ni 是 矩阵 4 的 特征 值 , 满足 

(iD ReAi < 0 一 1 2, ,7m， 

( 芝 ) max |ReAil/ min Res| = 只 >> 1， 
其 中 ReAi 是 Ai 的 实 部 , 尺 称 为 刚性 比 . 

定义 6.2 称 (1.6.12) 为 刚性 的 , 如 果 在 芋 的 区 间 了 工 = [0,7] 内 , 下 的 Jacobi 
短 阵 过 的 特征 值 Ni(b) 满足 定义 6.1 的 条 件 ()() 

粗略 说 来 , 刚性 方程 组 的 特征 是 其 解 同时 存在 快 变 和 慢 变 部 分 , 这 类 方程 组 
在 生物 学 、 化 学 .电子 学 和 控制 论 等 领域 有 重要 应 用 . 

6.3 A 稳定 性 


刚性 问题 数值 解法 的 基本 问题 是 数值 稳定 性 . 显然 若 刚性 比 尽 =max|ReAil/ 
min |ReAi| 很 大 , 则 为 保证 方法 绝对 稳定 , 最 好 要 求 绝对 稳定 域 就 是 左 复 平面 Z_ : 
Re(PA) < 0, 为 此 引进 A 稳定 定义 . 


定义 6.3 线性 多 步 法 说 是 A 稳定 的 , 如 果 将 它 用 于 模型 问题 
(1.6.13) ut) 一 Au 人 t) 
的 绝对 稳定 域 就 是 左 复 平面 Z_， 其 中 入 是 复数 . 


显然 用 A 稳定 算法 计算 时 , 步 长 疡 不 必 受 绝对 稳定 条 件 的 限制 , 

为 了 判别 线性 多 步 法 A 稳定 , 将 它 用 于 模型 问题 (1.6.13), 得 线性 差分 方程 : 
大 
(1.6.14) 》 (oj 一 R6i)unti 一 0， 丈 = 有 


j=0 


相应 的 特征 方程 为 p(A) - he(A) =0 或 


(1.6.15) 六 = pP(A)/e( 和 )， 
其 中 
大 7 
(1.6.16) p(A) = 》 oajX，o(A) = 》 01Nm 和 大 
J 一 0 J 一 0 


(1.6.15) 是 一 个 由 入 E 2 到 疡 Ee2 的 单 值 解 析 变 换 ， 其 逆 是 由 丈 e 2 到 
AEZ2Z 的 大 值 道 变换 . 由 和 定义 推出 

命题 6.1 设 Nili=1,2,……,K) 是 方程 (1.6.15) 的 根 , 则 下 列表 述 等 价 : 

(i) 线性 多 步 法 A 稳定 ; 


86 ”一 阶 方程 组 和 刚性 问题 


(说 Rei <0 人 | MI<Li=12… ，,K; 
(iii) |A| > 1 之 Rehn(A) > 0. 


例 6.1 Euler 癌 后 公 
nm 一 也 mn 十 几 太 +1. 


由 于 p(A) = 入 -1lc(A) = 入 则 


入 一 1 | 一 |Acosg |AI(A| 一 cosg) 
入 | 和 | | 和 |” 


显然 当 |A| > 1 时, Rep(A) > 0, 故 Euler 向 后 公式 A 稳定 . 
例 6.2 梯形 公式 


ReR(A) = Re 


nl 一 2mn 十 二 (所 41 下 着 
因 p) = 和 -lcO)= 5CQA+1l), 故 


二 


于 是 当 |A| > 1 时 , Rep(A) > 0. 所 以 梯形 公式 A 稳定 . 
例 6.3 考虑 上 步 线性 方法 : 





下 
了 tm 十 开 一 2 一 AR(jn+k 十 加) 





因 大 
p(A) = 六 一 1，c(A) = 人 站 
故 
太一 po(A) 2X-1 2 天 一 1 二 记 Asinb 
oOA 大 AT+T1I 大 | 和 十 1 
于 是 DAI2k 
2 条 一 1 


显然 当 |A| > 1 时 , Rep(A) > 0, 故此 大 步 法 A 稳定 . 
现在 看 Euler 法 
n+l 一 2n 一 六 六 
这 是 显 方法 , 相应 的 p(A) = 入- 1,c(A) = 1, 此 时 


加 1 ReA 和 一 1 十 UnA Re 一 1 
人 二 1l2 
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显然 莒 | 人 > 1, 而 Rex < 1, 则 Rehn < 0, 所 以 Euler 法 非 A 稳定 . 
实际 上 , 可 以 证 明显 线性 多 步 法 都 不 是 A 稳定 的 (参看 [6]). 


6.4 数值 例子 
1. 用 向 后 Euler 公式 求解 初 值 问题 (1.6.8) 一 (1.6.10). 以 好 表示 必 人 (人 于 
妇 u 三 7? 妨 的 近似 , 则 计算 公式 为 
un 二 一 1 一 大 (-0.1af+ 一 49.9u2+1 
w+ 一 42 一 太 (一 50v+ 1 


u3+ 1 一 ?8 一刀 (70x3+1 一 纪 X 104u3+1 ) 


(1 十 0.1j) at 十 4.99ja2 一 
(1 十 50j) 2+ 一 1， 


(1 二 3 x 1047) x+1 一 70jaui2+1 一 


以 六 = 1.0 和 m = 1 2 计算 , 直至 


|| = [(un)2 十 (w2)2 十 (way2112 < e-4 之 0.000 027. 
1 2 3 


计算 结果 如 表 6.1. 从 表 中 看 到 , 上 = 100 时 达到 稳定 解 ， 
表 6.1 








上 一 人 2.000 000 | 1.000 000 1 2.000 000 | 2.000 000 | 1.000 000 | 2.000 000 


































































t-1 0.904 837 | 0.000 000 | 0.000 000 | 0.928 698 | 0.019 607 | 0.000 112 
1 一 2 0.818 730 | 0.000 000 | 0.000 000 | 0.826 830 | 0.000 384 | 0.000 000 
i 一 3 0.740 818 | 0.000 000 | 0.000 000 | 0.751 322 | 0.000 007 | 0.000 000 
[一 4 0.670 320 | 0.000 000 | 0.000 000 | 0.683 013 | 0.000 000 | 0.000 000 
it 一 5 0.606 530 | 0.000 000 | 0.000 000 | 0.620 921 | 0.000 000 | 0.000 000 
1 一 95 0.000 082 | 0.000 000 | 0.000 000 | 0.000 128 | 0.000 000 | 0.000 000 
1 一 96 0.000 074 | 0.000 000 | 0.000 000 | 0.000 116 | 0.000 000 | 0.000 000 
t 一 97 0.000 067 | 0.000 000 | 0.000 000 | 0.000 106 | 0.000 000 | 0.000 000 
1 一 98 0.000 061 | 0.000 000 | 0.000 000 | 0.000 096 | 0.000 000 | 0.000 000 
1 一 99 0.000 055 | 0.000 000 | 0.000 000 | 0.000 087 | 0.000000 | 0.000 000 












0.000 050 | 0.000 000 | 0.000 000 1 0.000 087 | 0.000 000 
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2. 用 向 前 Euler 公式 求解 初 值 问题 (1.6.8)-(1.6.10), 计算 公式 为 : 


um+1 一 一 一刀 (0.17Pu3t 十 4.99u2 )， 
+ 一 1 一 一 50ju2， 


+ 一 1 一 大 (70 池 一 3 x 104u3 ) 


取 几 = 0,5, 从 表 6.2 看 出 , 计算 到 上 = 2 即 出 现 不 稳定 现象 . 
表 6.2 








2.000 000 1.000 000 2.000 000 

一 23.050 000 一 24.000 000 一 29.963 000 
576.902 499 576.000 000 4.494 141 x 108 
-13 823.142 625 | 一 13 824.000 000| 一 6.740 763 x 1012 


3.317 768 x 105 | 3.317 760 x 105 | 1.011 047 x 1057 
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7.1 多 项 式 外 推 


设 户 > 0 是 离散 化 参数 (比如 是 步 长 ), 4(j) 是 按 某 种 算法 得 到 的 数 ho 的 
近似 , 且 lim 4(P) = 4o (定义 4(0) = 4o). 假定 对 任意 正 整数 NW, 4( 刀 有 渐 近 展 
5 


(1.7.1) 4( 人 = 4o 上 +4i 记 + 42h2 十.… 十 4Nhv +Oh+l)， 天 一 0 


其 中 系数 40, 4 ,4w 与 玉 无 关 . 若 已 算出 4(ho) 和 4 (io)， 则 由 (1.7.1) 
知 


(1.7.2) 24 (ia hi) - hho) = ho 十 O(3). 


可 见 左 端 较 4(hno) 和 4 (au) 逼近 4o 的 阶 更 高 ， 这 种 由 已 知 近似 组 合成 更 
好 近似 的 方法 称 为 外 推 法 (Extrapolation methods)， 其 基本 思想 属于 Richard- 
0 计算 数值 积分 的 Romberg 方法 实际 上 也 是 一 种 外 推 法 . 如 果 除 4(ho)， 
4 (37 ) 外 还 算出 4 ( io ), 则 可 找到 有 逼近 阶 更 高 的 线性 组 合 : 


(1.7.3) zhio) 一 24( 癌 ) 十 4 (2) = 40o 二 OU) 
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将 这 一 思想 推广 , 就 导致 更 一 般 的 所 谓 多 项 式 外 推 法 . 考虑 一 般 的 /序列 : 
Ao > 几 >jh2>… > 六 IJ >0. 


若 展 式 (1.7.1) 成 立 , 则 总 可 求 得 4( 记 ) (7 = 0,1…… ,JJ 的 线性 组 合 , 使 
可 
(1.7.4) >》 ciJ4(1) = 4o + Opt+ )， 
7=0 
实际 上 , 求 一 以 (让 4(j) (= 0,1…… ,JJ) 为 型 值 的 4(Pm) 的 次 插值 多 项 式 
碾 ) ( 瑚 )， 因 1 
4(h) = Pr( 站 十 O(a+)， 


4(0) = 4o, Pj(0) 是 4(j) 的 一 次 组 合 , 于 上 式 令 户 = 0 即 得 (1.7.4). 求 ( 有 
可 用 Aitken 的 逐步 线性 插值 实现 . 例如 以 (ho,alfo) 和 (和 ,ato) 为 型 值 的 刀 的 
一 次 多 项 式 为 








《0) 
工 0 Amo 一 六 
| 于 


其 中 a 忆 一 MA(jho),alto， 一 4(ha1). 令 al) =- 一 701(0)， 则 由 (1.7.4) 知 a01) 一 40 十 
O(jM3)， 特 别 当 癌 = 5 时 ,af) 就 是 (1.7.2) 的 左 端 ， 同样 过 型 值 (ia ,al )， 
(ja,ato))(a%) = 4(ja)) 的 一 次 多 项 式 为 











al0) 
1 ha 一 六 
一 ja 一 加 0) jz 一 帮 | 
令 史 = Pa(0). 以 fia(j 表示 过 二 个 点 (ho,ab ), (anal ), (haa2 7) 的 一 次 多 
项 式 , 则 
工 (用 ) 1 101 ( 户 ) 六 0 一 态 
和 Pa 和 记 - 则 | 








令 ao) = 1oiz(0), 则 由 (1.7.4) 知 ab = 4o + O( 忆 ). 特别 当 证 = 全， = 2 
则 ai” 就 是 (1.7.3) 的 左 端 . 如 此 可 继续 做 下 去 , 但 插值 多 项 式 的 次 数 不 能 超过 
方法 的 阶 . 实际 应 用 时 , 作 一 两 次 插值 就 够 了 . 
若 渐 近 展 式 形 如 
4( 九 ) 一 40 十 42 轧 2 十 4 十 O(Ps)， 
则 线性 组 合 
(1.7.5) 54(5ho) 四 4(ha) = 4o+O(h)， 


比 (1.7.2) 的 收敛 阶 更 高 , 可 见 外 推 法 的 效果 和 渐 近 展开 的 类 型 有 关 . 
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7.2 ”对 初 值 问 题 的 应 用 
设 vt 人 tb) 是 初 值 问题 
2 一 Fu)， au 人 to) = to 


的 解 , wz(# 六 ) 是 由 某 一 数值 方法 (如 线性 多 步 法 , 预 - 校 算法 ,Runge-Kutta 法 
等 ) 确定 的 vw( 坟 的 近似 解 , 疡 是 步 长 . 假定 玖 是 基本 步 长 (可 取 大 一 些 ), jio = 
玉 /No(No > 1). 从 上 = 0 出 发 ,用 数值 方法 算 No 步 , 得 到 wu(to + 瓦 ,hno)， 然 
后 取 种 = 瑟 /NNi > No, 从 上 = 如 出 发 用 数值 方法 算 Ni 步 , 得 到 近似 解 
&(t 加 十 瑟 ; 各 ). 一 般 取 由 = 刁 /NiJ=01 No<N< <Ny 从 tt= 加 
出 发 用 数值 方法 算 Ni 步 , 得 到 近似 解 vto + 瓦 , 丰 ). 如 果 数 值 解 有 渐 近 展开 : 


(1.7.6) za 全 尹 三 at 十 4 十 42zj2 二 Ah 十 … 十 4NhN 十 OAN+1)， 大 一 0. 


令 af) = wu( 如 十 吾 届 ).7 = 0,1…，, 几 则 可 按 逐 步 线性 插值 法 得 到 u(b) 的 更 为 
精确 的 近似 通常 取 io = 巧 生 = zho, 则 


UL 人 ( 妃 ， Po ) 一 4( 刀 ) 十 O(Po)， 


[17 人 22( 克 , ja) 一 V( 瑟 ,po) =M( 瓦 ) 十 O(1). 
对 单 步 法 , 常 有 展 式 : 
(1.7.8) ud 人 ( 蕊 天 ) 一 怀 ( 划 十 E( 罗 PP 十 O(hP+1)， 


其 中 e(t) 为 误差 主 项 系数 . 用 吕 为 步 长 由 加 算 到 t 则 
(1.7.9) 人 3) =autb+e(o( 上 二 OUhP+I) 
与 (1.7.8) 作 线 性 组 合 (线性 插值 ), 得 


2P1 (: 二 一 2 人 (tt 态 ) 


(1.7.10) 


一 ui 人 (和 十 O(hP+1)， 


7.3 ”用 外 推 法 估计 误差 


假定 方法 的 数值 解 vt 有 渐进 展 式 (1.7.8). 以 e 信 站 = 一 uv 人 坊 问 表 
示 整 体 误差 . 由 (1.7.8), (1.7.9) 得 


e ( = ) = 2-ze(t, 加 十 OUhz+1). 
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而 e 人 =) 一 Mt) 一 44 已 = ) 一 el 人 ft, 态 ) 十 (二 大) 一 伴 (5 了 代入 上 式 左 端 , 解 出 


[7 elt, 疡 ) 一 二 一 一 | ( ) 一 扩 ( 二 站 十 O(PP+ 1 ) 
取 
(1.7.12) Et 有 = 一 | ( 二 ) ut 站 | 


作为 elt,j) 的 近似 , 右 端 是 可 以 用 近似 解 估算 的 . 利用 (1.7.12) 可 以 估计 解 的 
误差 . 
例 用 Euler 法 解 初 值 问题 : 
w 一 一 4， (0) = 1. 
其 精确 解 v( 昌 = e- Euler 法 的 误差 阶 为 O( 站 , 用 外 推 公式 (1.7.7) 的 误差 阶 为 
O(12). 表 7.1 就 几 = 2 = 0,1,2,3,4,5,6 列 出 上 = 1 的 近似 值 和 误差 . 从 表 


7.1 中 看 出 , 外 推 解 比 Euler 解 精 确 , 用 (1.7.12) 作出 的 误差 估计 与 实际 误差 基本 
符合 . 
























































表 7.1 

2 估计 出 的 误差 
1 0.000 000 0.500 000 一 0.367 879 0.132 121 一 0.500 000 
3 0.250 000 0.382 813 一 0.117 879 0.014 933 | -0.132 813 
7 0.316 406 0.370 812 一 0.051 473 0.002 932 | 一 0.054 405 
3 0.343 609 0.368 539 一 0.024 271 0.000 660 | 一 0.024 930 
二 0.356 074 0.368 036 一 0.011 805 0.000 157 | --0.011 962 
局 0.362 055 0.367 918 一 0.005 824 0.000 038 | 一 0.005 863 








习 题 


1. 证 明 任 一 相 容 的 显 式 单 步 法 的 解 v(t, 记 ) 有 渐 近 展 式 (1.7.8). 
2. 设 单位 圆 内 正 m 边 型 的 半 周 长 为 4(h),r 产 = 也 证 明 4( 加 可 展 成 : 


A4(ji) = 十 4212 十 4441 十 …. 


1 


首 利用 A( 各 , 太 = 二 ,二 ,去 推出 的 近似 式 . 


第 二 章 ” 椭圆 型 方程 的 有 限 差 分 法 


从 本 章 开 始 ， 我 们 介绍 偏 微分 方程 的 数值 解法 ， 主 要 是 有 限 差 分 法 和 
Galerkin 有 限 元 法 ， 由 于 计算 机 上 只 能 存储 有 限 个 数据 和 做 有 限 次 运算 , 所 以 任 
何 一 种 用 计算 机 解 题 的 方法 , 都 必须 把 连续 问题 (微分 方程 的 边 值 问 题 、 初 值 问 
题 等 ) 离散 化 , 最 终 化 成 有 限 形式 的 线性 代数 方程 组 . 用 差分 法 和 有 限 元 法 将 连 
续 问 题 离散 化 的 步骤 是 , 首先 对 求解 区 域 做 网 格 剂 分 , 用 有 限 个 网 格 节点 代 蔡 连 
续 区 域 . 然后 将 微分 算 子 离散 化 , 从 而 把 微分 方程 的 定 解 问题 化 为 线性 代数 方程 
组 的 求解 问题 . 差分 法 和 有 限 元 法 的 主要 区 别 是 离散 化 的 第 二 步 . 前 者 从 定 解 问 
题 的 微分 形式 或 积分 形式 出 发 ,用 数值 微 商 或 数值 积分 公式 导出 相应 的 线性 代 
数 方程 组 . 后 者 从 定 解 问题 的 变 分 形式 出 发 , 用 Ritz-Galerkin 法 导出 相应 的 线 
性 代数 方程 组 , 但 基 珊 数 按 特定 方式 选取 . 本 章 和 第 三 章 、 第 四 章 讨 论 有 限 差 分 
法 , 第 五 章 、 第 六 章 讨 论 Galerkin 有 限 元 法 . 

差分 法 的 基本 问题 有 : 

(1) 对 求解 域 作 网 格 剂 分 . 

一 维 情形 是 把 区 间 分 成 一 些 等 距 或 不 等 距 的 小 区 间 , 称 之 为 单元 . 二 维 情形 
则 把 区 域 分 割 成 一 些 均匀 或 不 均匀 的 矩形 , 其 边 与 坐标 轴 平 行 . 也 可 分 割 成 一 些 
小 三 角形 或 凸 四 边 形 等 . 

(2) 构造 逼近 微分 方程 定 解 问题 的 差分 格式 . 

我 们 将 介绍 两 种 构造 差分 格式 的 方法 : 直接 差分 化 法 和 有 限 体 积 法 . 也 就 两 
点 边 值 问题 介绍 待定 系数 法 的 基本 思想 . 

(3) 差分 解 的 存在 唯一 性 、 收 和 敛 性 及 稳定 性 的 研究 . 

(4) 差分 方程 的 解法 , 包括 逐次 超 松弛 法 、 交 蔡 方向 法 和 共 斩 梯 度 法 . 
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考虑 二 阶 常 微分 方程 边 值 问题 : 


2 


d“ 信 
(2.1.1) 了 u 一 一 一 让 


(2.1.2) u(a) 一 a，V(I 人 = 局 ， 
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其 中 oj 为 [中 上 的 连续 两 数 , 9 > 0;a, 8 为 给 定常 数 . 这 是 最 简单 的 椭圆 方 
程 第 一 边 值 问题 . 
将 区 间 [中 分 成 N 等 分 , 分 点 为 


Zi =Q 十 访 =0,1,……，NV， 


六 = 履 - a)/N.、 于 是 我 们 得 到 区 间 工 = [ce 的 一 个 网 格 剖 分 . zi 称 为 网 格 的 节 
点 , 少 称 为 步 长 . 

现在 将 方程 (2.1.1) 在 节点 习 i 离散 化 . 为 此 , 对 充分 光滑 的 解 由 Taylor 
展 式 可 得 


(Zi+1) 一 2u(Zi) 十 (Zi-1) 








(2.1.3) 7 
fd2uw(z) hz 「d4uf(z) 有 
-| 人 | +oom 


其 中 [], 表示 方 括号 内 的 所 数 在 wx; 点 取 值 . 于 是 在 r; 可 将 方程 (2.1.1) 写成 


uCiH1) 一 20(Zi) 十 W 人 Zi 一 1 





(2.1.4) gei)u(aa) = Ha) + Bi 
其 中 

2 [d4u(z 
(2.1.5) Ri(u) 一 -总 下 | 十 DO(h3)， 


显然 , 当 六 一 0 时 ,Ri(u) 是 六 的 二 阶 无 穷 小 量 . 若 舍 去 玉 (uw, 则 得 到 通 近 方程 
(2.1.1) 的 差分 方程 : 


t+1 一 20 十 让 一 1 
ee 十 gu 一 访 ， 


式 中 qi = gz 上 万 = zi). 称 忆 i(u) 为 差分 方程 (2.1.6) 的 截断 误差 . 利用 差分 
算 子 志 ， 可 将 (2.1.4) 写成 


(2.1.6) 也 一 


(2.1.4)/ Zhu 人 zi) = zi) 十 忆 i(o). 
而 在 节点 w% 处 , 微分 方程 (2.1.1) 为 

[Zi = zi， 
与 (2.1.4)' 相 减 , 得 


(27 Ri(u) 一 也 Pu 人 (Ti ) 和 [Zu];. 
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所 以 尼 (uw) 是 用 差分 算 子 Zr 通 近 微分 算 子 二 所 引起 的 截断 误差 , 在 这 里 关于 
的 阶 为 O(A2). 

差分 方程 (2.1.6) 当 i = 1,2,……,N=-1 时 成 立 , 加 上 边 值 条 件 wuo = own = 8， 
就 得 到 关于 ww 的 线性 代数 方程 组 : 


Wi+1 一 2 十 同 -1 
【2 了 NUi 一 人 


(2.1.9) to 一 CG，UWN 一 局 . 


二 Gui 三 大， 1 一 1 2…… ,AN 一 1， 


它 的 解 wu 是 wz) 于 z = zi 的 近似 . 称 (2.1.8)-(2.1.9) 为 逼 近 (2.1.1)-(2.1.2) 的 
差分 方程 或 差分 格式 . 由 于 (2.1.8) 是 用 二 阶 中 心 差 商 代替 (2.1.1) 中 二 阶 微 商 得 
到 的 , 所 以 也 称 (2.1.8)-(2.1.9) 为 中 心 差分 格式 . 

注意 方程 (2.1.8) 的 个 数 等 于 网 格 内 点 zl,zz,…… ,zw-l 的 个 数 N - 1, 因此 
它 是 六 =-1 阶 的 方程 组 . 一 般 说 来 , 这 是 高 阶 方程 组 , 例如 取 六 = 100 ( 即 把 区 
间 [ao 如 作 100 等 分 ), 则 阶 数 为 99. 但 每 个 方程 的 未 知 数 最 多 有 三 个 , 因此 系数 
矩阵 4 的 大 量 元 素 是 零 . 如 果 我 们 把 方程 和 未 知 数 由 左 到 右 排列 , 则 4 是 对 称 
的 二 对 角 和 矩阵 . 例如 取 N = 5, 则 


1 
大 2 十 9 0 0 
1 1 
厂 丙 ” 和 - 砚 “” 
1 1 
j2 。 刀 2 了 ga 2 
1 2 
0 0 一 大 7 十 和 4 


我 们 可 用 消 元 法 或 迭代 法 求解 方程 组 (2.1.8)-(2.1.9). 

对 于 差分 方程 (2.1.8)-(2.1.9), 我 们 自然 关心 它 是 否 有 唯一 解 . 其 次 , 差分 解 
4 当 网 格 无 限 加 密 , 或 者 说 玉 一 0 时 是 否 收敛 到 精确 解 v(zi), 以 及 在 何 种 度量 
意义 下 收 和 敛 , 收敛 的 速度 如 何 . 为 此 需要 引进 若干 记号 . 

以 玉 表示 网 格 内 点 zi,zo…… ,ZN-l 的 集合 , 到 表示 网 格 内 点 和 界 点 zo = 
oa, ZN = 的 集合 . 定义 在 太 (相应 的 丈 ) 上 的 函数 wzi) = 卫 称 为 灰 (相应 的 
到 ) 上 的 网 格 函 数 . 和 连续 变量 的 李 数 类 似 , 我 们 对 丈 上 的 网 格 函 数 引 进 范 数 


(2.1.10) junlc = ,sg ll， 
从 一 1 

(2.1.11) lunll3 = >》 Pa 
feel 


(2.1.12) luanlla 三 luanllo 十 juanla， 
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其 中 
一 2 一 一 1 2 
2 一 作 一 Wi-1 
(2.1.13) wx? 一 3 ) 


若 不 特别 说 明 , 我 们 用 | 上. || 表示 (2.1.10)~(2.1.12) 中 任 一 种 范 数 . 
很 明显 , 要 想 差 分 解 wh 按 范 数 外 . | 收敛 到 ww 差分 算 子 厂 必须 在 某 种 意 
义 下 通 近 微分 算 子 工 , 这 导致 下 列 定义 . 


定义 1.1 设 AM 是 某 一 充分 光滑 的 函数 类 ,Rh(u) 是 由 截断 误差 (2.1.7) 定 
义 的 网 格 函 数 . 若 对 任何 E 人, 恒 有 


(2.1.14) lim | Ra(a| = 0 


则 说 差分 算 子 Zn 通 近 微分 蓝 子 工 , 而 称 (2.1.14) 为 相 容 条 件 . 


由 (2.1.5) 便 知 ， 差 分 算 子 (2.1.6) 通 近 微分 算 子 (2.1.D)， 且 通 近 的 阶 是 ; 
中 Ra(uejlc = O(p Ra)lo 三 OU ,Rao =O(). 


定义 1.2 称 差 分 解 wh 收 你 到 边 值 问题 的 解 w, 如 果 当 万 充分 小 后 , (2.1.8)， 
(2.1.9) 的 解 wh 存在 , 且 按 某 一 范 数 ‖ . || 有 


(2.1.15) lim lun 一 ul| = 0， 
六 一 0 


这 里 把 公 看 成 不 上 的 网 格 函 数 . 
将 (2.1.4) 写成 . 
Zhu(zi) 三 户 十 Ri()， 
以 此 与 (2.1.8) 相 减 , 得 
了 ph(u(zi) 一 全) 一 下 ). 
引进 误差 
ei 一 (Zi) 一 ti 
则 误差 国 数 en(zi) = ei 满足 下 列 差分 方程 : 


Zhei 王 Ti， . 
(2.1.16) | 人 
e0o 一 eN 三， 


于 是 收敛 性 及 收 和 敛 速度 的 估计 问题 ,就 归结 到 通过 右 端 尼 (u) (截断 误差 ) 估计 
误差 琢 数 en 的 问题 . 这 和 差分 方程 的 稳定 性 有 关 . 
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定义 1.3 称 差 分 方程 了 Ai 一 万 (2 一 二 ,ANV 一 二 四 0 一 WN 三 0 关于 右 


(2.1.17) len 和 MAR， 当 0< 天 < 7jo， 


其 中 | 户 |R 是 右 端 户 的 某 一 范 数 , 它 可 以 和 站. ‖ 相同 , 也 可 以 不 同 , Wi(Zi) 一 Ui， 
i= 12….,NV 一 1. 


不 等 式 (2.1.17) 表明 ， 解 ww 连续 依赖 右 端 久 , 即 右 端 变化 小 时 解 的 变化 也 
小 . 实际 上 , 设 wd,u(2) 是 差分 方程 (2.1.8)，(2.1.9) 对 应 右 端 /0), /2) 的 解 , 则 
一) 一 ut2) 满足 = fj -foo=uv=0. 由 (2.1.17)， 


lu 人 一 at < MA 一 AR. 


若 lim lf - AR = 0, 则 limlluto 一 wwt2| = 0. 
由 (2.1.17) 推出 ， Re (2.1.9) 相应 的 齐 方程 ( 户 = 0,a=B=0) 只 能 有 
平凡 解 忆 三 0(i=1,2，,. 一 1), 从 而 非 齐 方程 对 任何 边 值 及 右 端 有 唯一 解 . 
将 不 等 式 (2.1.17) ee (2.1.16), 则 


(2.1.18) en s MLRa(e 咱 Ra 


知 解 _ 充分 光滑 , Zr 关于 范 数目. 上 满足 相 容 条 件 , 则 当天 一 0 时 en 一 0, 从 
而 差分 解 收敛 到 边 值 问题 的 解 , 且 有 和 截断 误差 相同 的 收敛 阶 . 


定理 1.1 若 边 值 问题 的 解 凡 充分 光滑 ,差分 方程 按 | . ||R 满足 相 容 条 件 ， 
且 关 于 右 端 稳定 , 则 差分 解 h 按 ‖ . || 收 仇 到 边 值 问题 的 解 , 且 有 和 || Ru(alla 
相同 的 收效 阶 . 


这 样 , 为 了 建立 差分 解 的 收敛 性 , 就 需要 检验 相 容 条 件 和 建立 差分 方程 的 稳 
定性 . 检验 相 容 条 件 并 不 困难 , 例如 由 (2.1.8) 定义 的 差分 算 子 , 我 们 曾 用 Taylor 
展 式 证 明 它 关于 |: lo 及 | :le 都 满足 相 容 条 件 , 并 且 估计 了 截断 误差 的 阶 , 
我 们 的 主要 问题 是 去 建立 差分 方程 的 稳定 性 , 即 建立 形 如 (2.1.17) 的 估计 式 , 称 
之 为 关于 差分 方程 解 的 先 验 估 计 . 

稳定 性 概念 在 理论 研究 和 实际 应 用 中 都 有 重要 意义 . 实际 上 , 由 于 有 实测 误 
差 和 伟人 误差 , 右 端 数据 不 可 能 准确 给 出 . 如 果 人 的 石 痢 攻 莽 会 9 起 全 罗 
离 , 即 差分 方程 不 稳定 , 便 失 去 实际 意义 . 
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82 ”一 维 差分 格式 


考虑 两 点 边 值 问题 : 
(2.2.1) mu= -二 ?时 二 和 十 qu 一 站 aa<I<b， 
【2.2.3) 证 G 三 各 ， 训 时 过 沁 ， 


假定 pe Cllaj,p(z) > pmin > 0mdqfecClaia,6 是 给 定 的 常数 . 
本 节 我 们 将 介绍 构造 差分 格式 的 三 种 方法 : 直接 差分 化 法 .有 限 体积 法 和 待 

定 系数 法 . 还 将 讨论 边 值 条 件 的 通 近 方法 . 
显然 , 我 们 可 以 造 出 许多 通 近 (2.2.1)-(2.2.2) 的 差分 格式 , 但 并 非 任何 格式 

都 是 可 取 的 . 一 个 好 的 差分 格式 , 应 该 是 以 尽 可 能 小 的 工作 量 (包括 程序 的 准备 
和 计算 机 的 运算 ) 获得 所 需 精 度 的 结果 . 因此 , 一 方面 , 差分 格式 应 该 结构 简单 、 
便于 求解 ; 另 一 方面 , 应 具有 尽 可 能 高 的 逼近 阶 . 此 外 , 还 要 根据 问题 的 特点 , 对 
差分 格式 提出 其 他 要 求 . 


2.1 直接 差分 化 
首先 取 N 二 1L1 个 节点 : 
QQ 一 TI0<TZI<. < < <TN 一 b 
将 区 间 了 工 = [e, 旭 分 成 N 个 小 区 间 : 
:Ti 1 迄 灿 所 Ti， 2 一 1 ,2,.……- ， NV， 

于 是 得 到 5 的 一 个 网 格 剖 分 . 记 必 = zi -zi 称 尹 = max 为 最 大 网 格 步 长 . 
用 丈 表示 网 格 内 点 zi,zz,…… ,ZN-l 的 集合 , 不 表示 内 点 和 界 点 zo = azN = 
的 集合 . 


取 相 邻 节点 zi- zi 的 中 点 mi 4 = az-i+za (= 42…，N), 称 为 半 上 
数 点 . 则 由 节点 


4 一 Z0<zZ<Z3< <oii< <ZN- <ZN=b 


又 构成 [中 的 一 个 剖 分 , 称 为 对 偶 剖 分 . 图 2.1 中 打 “。?” 号 的 是 原 剖 分 节点 , 打 
“x” 号 的 是 对 偶 剖 分 节点 . 
其 次 用 差 商 代替 微 商 , 将 方程 (2.2.1) 在 内 点 ri 离散 化 . 注意 对 充分 光滑 的 
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Xi 二 4 
上 一 一 一 全 一 一 全 一 一 全 一 全 一 一 全 一 一 一 一 
G -1 拓 Xi+1 六 


图 2.1 


,由 Taylor 展 式 有 


(2.2.3) RE 昭 | + OUi)， 
(224 (rr oa -~ [有 等 | 0 
| 3 | 二 +0(9) 


由 (2.2.5) 减 (2.2.4), 并 除 以 二， 得 





- et 一 2(Zi ui) 一 | 
(2.2.6) 尹 十 ji 1 尼 (z 让) 一 ju， 1 一 : 受 (ae 到 
fp pda Ai 下 [aa ou 
rr (到 ， 号. 上 生生 | + 0 


du Pi1 一 六 i 5 (p%) Ai 一 姑 if d3u 2 
= | 元 (号 儿 + 4 就 让 二 人 


令 pi =p(z im=rzihg= qzi, 户 = jzi, 则 由 (2.2.3)， (2.2.6) 知 , 边 
值 问题 的 解 v(z) 满足 方程 : 


(2.2.7) 工 hu(zi) 三 一 


| + 
全 罗 


ji 十 ji+1l [ps uai+1 

本 [utzi+1) 一 zi-1)] 十 Qiu(zi) 
和 态 十 有 Ri(u)， 

其 中 

(2.2.8) 


RO= -Ona- 癌 (| 京 ( 旦 | + 让 -让 器 由 +o0 


为 差分 算 子 z 的 截断 误差 . 舍 去 尼 (u), 便 得 通 近 边 值 问 题 (2.2.1)-(2.2.2) 的 差 
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加 2 ua 人 (Zi+1) 一 2 UL(Zi) 一 | 
(2.2.9) 也 三 “二 | 1 有 一 人 记 十 


全 
F 有 机 (w+1 一 由 -1 十 ga 一 研一 1 ,和 N -1， 
? 
(2.2.10) 一 CC，UN 一 0. 


差分 方程 (2.2.9) 也 可 用 数值 微 商 公式 


| 人 Mi+1 一 Wi-1 
dz 用 ; 十 玉 i 二 1 


二 (和 -0 图， 图 /as 
dr vd 天 + 二 [dz 了 和 上 | 人 2 


2 Wi+1 一 1 ui 一 全 一 1 
信 中 二 (人 一 pi- 攻 ) 
代 和 人 方程 (2.2.1) 得 到 . 我 们 采取 前 述 推导 , 是 为 了 导出 截断 误差 公式 (2.2.8)， 
方程 (2.2.9)-(2.2.10) 是 -1 阶 的 线性 代数 方程 组 . 若 节点 次 序 由 左 到 右 排 
列 , 则 系数 和 矩阵 4 是 三 对 角 和 矩阵 . 由 于 r 不 恒 等 于 零 , 矩阵 4 不 对 称 . 当 r = 三 0 
即 (2.2.1) 对 称 时 , 知 网 格 不 均匀 , 矩阵 4 也 可 能 不 对 称 . 但 可 以 对 称 化 , 这 只 要 
在 (2.2.9) 两 端 乘 以 ( 声 + 态 +1) 即 可 . 求解 (2.2.9)-(2.2.10) 就 得 出 解 vtz) 在 z， 
的 近似 值 汉 . 
由 方程 (2.2.7), (2.2.9), 截断 误差 Ri(uw) 可 表 为 


(2.2.11) 天 (人 ) 一 卫 huU(2i) 一 厂 hui 一 也 h(U(Zi) 一 2)， 


以 有 ax(u) 表示 由 尼 (u) 定义 的 网 格 抽 数 , 则 由 (2.2.8) 可 知 截断 误差 按 | .lc 或 
| .lo 的 阶 都 是 O( 和 站， 当 网 格 均匀 , 即 态 = 邦人 = 1 2……,N) 时 , Rn(u)lle 或 
1 Rafajllo 的 阶 提 高 为 O(j2). 此 时 差分 方程 (2.2.9) 简化 为 


] 
(2.2.12) 了 ai 一 二 人 [payauat 一 (pi+! 十 Pi 二 ji 十 Di- 引 上 


ti 二 It 一 1 一 1 
7 一 一 一 
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这 相当 于 用 一 阶 中 心 差 商 .二 阶 中 心 差 商 依次 代替 方程 (2.2.1) 的 一 阶 微 商 和 二 
阶 微 商 . 


2.2 ”有限 体 积 法 
考虑 守恒 型 微分 方程 : 


十 Giui 一 大 . 


d 


2.2.13 LV 一 一 一 - 
2.13) 2 (人民 


(zam 哇 ) faceju= Jo 
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如 果 把 它 看 作 是 分 布 在 一 根 杆 上 的 稳定 温度 场 方 程 , 则 在 [o, 刀 内 任 一 小 区 间 
[ze ,zt2)] 上 的 热量 守恒 律 具 有 形式 


(2) 地 (2 


d se ) 
E Sn me 1 一 一 人 人 
dz 了 (2 dr) 二 人 


of) 


本 
dudz 一 / drz， 
Tt1) 


或 
(2) 1 
(2.2.14) W(zG)) 一 页 (zt02)) 十 下 d(TZ)judz 一 dz， 
TI1) T(1) 
其 中 
1 
(2.2.15) W(z) = p(z) 工 ， 


把 微分 方程 (2.2.13) 写成 积分 守恒 型 (2.2.14) 后 , 最 高 阶 微 商 由 二 阶 降 到 一 
阶 , 从 而 可 减弱 对 pv 光滑 性 的 要 求 . 以 后 会 看 到 , 从 积分 守恒 型 方程 出 发 构造 
差分 格式 , 便于 推广 到 任意 网 格 和 处 理 第 二 边 值 条 件 . 

既然 具 守 恒 形 式 的 微分 方程 反映 了 物理 .力学 某 些 守恒 定律 , 那么 , 我 们 构 
造 的 差分 格式 也 应 反映 这 一 基本 性 质 . 现在 来 构造 这 种 差分 格式 . 

特别 于 (2.2.14) 取 [ztu,zt)] 为 对 偶 单 元 | 则 


(2.2.14)/ 久 (zi) 一 砚 (ziti) 十 qudz 一 下 Fdz. 
Zi 一 Zi 到 


考虑 到 p(z) 可 能 有 间断 点 , 此 时 由 (2.2.15) 进一步 差分 化 是 不 合适 的 . 但 “热流 
量 ” 岁 (z) 恒 连 续 , 故 将 (2.2.15) 改写 成 


du 了 (z) 





dz pz) 


再 沿 | 积分 ， 得 





-1 i Led 下 间 
Tt 一 1 p(Z) 


利用 中 和 矩形 公式 , 有 


了 ;一 由 i 一 1 
(2.2.16) 页 包 一 和， 


(2.2.17) 寺 太 二 
区 - 届 Ci 一 | 一 一 er 6 
Ti 一 1 D(Z) 
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义 
了 3 
(2.2.18) 人 下 下 do 
1 
吕 下 
2.2.19 丰 三 一 一 一 人/ zjdz. 
( ) 二 二 入 1 dQL( ) 


将 (2.2.16), (2.2.18) 代 到 (2.2.14), 即 得 守恒 型 差分 方程 : 
2 十 1 一 节 一 ii 一 1 
ji 


一 2 人 
(2.2.21] 四 = 天 人 fo)dz. 





1 1 
(2.2.20) 一 [oa | 十 了 (hu 十 iai+l)aiui 一 了 (ju 十 hai+1)9i， 


和 一 


如 果 系 数 z, d 及 右 端 光滑 , 则 可 用 中 和 矩形 公式 计算 (2.2.17),， (2.2.19) 和 
(2.2.21), 从 而 


(2.2.22) 必 =9i 一 dg(zi)， 


人 (ci ! 
由 三 太一 ci)， 


也 可 用 梯形 公式 , 此 时 


2Di 一 1Pi 
Qi 一 一 一， 
Di-1 十 2 


| 
(2.2.23) 由 = 了 (0 十 gt3)， 


1 
及 一 了 (用 -十 用 二) 


注 2.1 差分 方程 (2.2.20) 也 适用 于 具 第 一 类 间断 系数 的 微分 方程 . 此 时 若 
系数 计算 公式 (2.2.22) 或 (2.2.23) 右 端 的 盟 数 在 间断 点 取 值 , 则 应 取 左 右 极 限 的 
算术 平均 值 . 对 于 具 间 断 系 数 的 微分 方程 , 保持 守恒 形式 尤为 重要 . 例如 微分 方 
程 


全 (za) 旦 = 0. 


dz dz 
知 把 它 写 成 非 守恒 形式 
人 
p(z) 9 十 zc) 开 一 0 
再 用 中 心 差 分 格式 
Mi+1 一 200i 十 Wi-1 ，Di+1 一 Di-l WiH1I 一 -1 
顾 项 2 一 


则 差分 解 可 能 不 收敛 (参看 [16] 的 第 2 章 82). 
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2.3 ”待定 系数 法 
这 里 我 们 以 一 个 简单 例子 说 明 待 定 系数 法 的 应 用 . 考虑 边 值 问题 : 


(2.2.24) 由 三 
(2.2.25) wa) 一 (bb) 一 0， 


假定 六 是 均匀 网 格 (Ai = 站 .现在 构造 特 近 (2.2.24)-(2.2.25) 的 差分 方程 . 由 
Taylor 展 式 


(2.2.26) & (Zi 二 1 ) 一 (2 ) 十 六 亿 (Zi) 十 本 (zi) 四 着 (zi ) 十 47 (zi) 十 
/5 尹 6 
， 5) 7， 《6) 


妃 2 妨 3 下 
(2.2.27) 2W(zi 1) = Wi) 一 ju (zi) 十 可 (Zi) 一 (ai 十 5 (zi) 一 
天 九 E 
0 (zi) 小 (>)， 
其 中 6e e (iczi+l). 以 ay6,7 为 系数 作 wziti),u(zi),u(zi-i) 的 一 次 组 合 ， 
得 
adu(Zi+1) 十 Du(TDi) 十 TU(Zi 1) 
] 
一 (aw 十 用 ++7T7Y)ulzi) 十 {a 一 7 了)Puw (zi) 十 5(a 十 了 )P2uw (zi) 十 
] 1 
(ac 一 ?)hmaut3)(zi) 十 2 人 (ca 十 ?了 )hm4aut4 (zi) 十 


1 本 1 一 人 
(ae 一 7 和 au(zi+ 二 0 人 (au (Ga) 十 Tu (Ca)) 


120 
令 
a 十 有 +TY= 0， 
CQ 一 了 一 U， 
2 


解 之 得 a = 7 = 用 -28 = -21-2. 于 是 
(2.2.28) 几 -2(u(zi1) 一 2u(ci) 十 Wi1)) 一 t(zi) 十 筷 u(zi) 十 Oh， 
舍 去 截断 误差 


万 
忆 ) 一 7 (zi) 二 Dj4) 
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便 得 中 心 差分 格式 : 


Wi+1 一 2 十 -1 


2.2.29 
) 到 


如 果 对 方程 (2.2.24) 微 商 两 次 , 以 wd = 记 代 到 (2.2.28) 右 端 , 还 得 到 精度 为 
Of(j) 的 格式 : 


11 一 224 十 1 硝 
人 
几 2 12 


(2.2.30) 
2.4 边 值 条 件 的 处 理 
最 简单 的 第 一 边 值 条 件 已 处 理 过 了 , 现在 处 理 第 二 、 第 三 边 值 条 件 : 
(2.2.31)) ui(a) = aou(a) + oa， 
(2.2.31)2 凡人 ( 切 = Dou( 人 十 DB 
最 容易 想到 的 是 用 数值 微 商 公 式 


由 1 一 基 1N 一 们 N- 
WwW (a) 入 9 2 有) 人 =] 一 AN-1 
六 1 六 N 


代替 (2.2.31)1 、(2.2.31)z 中 的 微 商 . 但 这 样 处 理 有 两 个 缺点 : 一 是 截断 误差 的 阶 
比 内 点 低 , 例如 对 均匀 网 格 , 内 点 的 截断 误差 为 O(j2)， 界 点 的 截断 误差 的 阶 为 
O(h): 二 是 可 能 会 破坏 差分 方程 (2.2.20) 的 对 称 性 . 为 此 我 们 用 有 限 体积 法 , 像 
推导 内 点 差分 方程 那样 导出 近似 边 值 条 件 . 

因为 ptz) > 0, 不 失 一 般 性 可 将 边 值 条 件 (2.2.31)1 、(2.2.31)2> 写成 形式 
(2.2.32)1 一 D(a)jw (a) 三 aou(a) 十 al， 
(2.2.32)2 一 D(bw (bo = Bow 人 (十 记 . 


于 积分 守恒 形式 (2.2.14) 中 取 z0) = zo = w zC) = zj, 得 


多 (a) 一 (zy ) + qudz 一 dz. 


而 
丈 (o) = P(Z) 汪 加 = 一 (aouo 十 al)， 
履 
(2.2.33) 一 克 (z) 十 局 qudz 三 (aozuo 十 al ) 十 局 dz. 
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由 (2.2.16) 得 


U1 一 10 1 zl dr 

(2.2.34|) 友 (Z3) 字 CI1 天 ;CQ1 一 车 7(z) 。 
寻 

了 工 
(2.2.35) / 0 刀 douod 二 1 

Z0 1 Jrzn 

人 妨 二 
(2.2.36 ) 1 + fdz 记 %,4 二/ 


以 (2.2.34)~…(2.2.36) 代 到 (2.2.33), 得 
了 二 (-a 十 加) 0 一 (au 十 忆 和 ) = 0. 
类 似 地 可 导出 通 近 (2.2.32)> 的 差分 方程 . 

可 以 证 明 , 当 网 格 均匀 且 系 数 光 滑 时 , 差分 方程 (2.2.20) 通 近 (2.2.13) 的 阶 
为 O(P2), 边界 差分 方程 (2.2.37) 通 近 (2.2.31)i 的 阶 亦 为 O(j2). 


(2.2.37) 二 


习 题 
1. 用 有 限 体积 法 导出 有 逼近 微分 方程 (2.2.1) 的 差分 方程 . 
2. 构造 通 近 
(pu ) ”二 (gu 十 mr 王 胡 于 (ab)， 
ua) 王 妇 (a) = 王 0， (人 = 妇 ( 人 (一 0 
的 中 心 差 分 格式 . 
83 和 殉 形 网 的 差分 格式 
考虑 Poisson 方程 : 
(2.3.1) -Au = jz,y)， (zy) e C， 


G 是 zy 平面 上 一 有 界 区 域 , 其 边界 卫 为 分 段 光 滑 曲线 . 在 忆 上 v 满足 下 列 边 
值 条 件 之 一 : 


(21 太 4 - = a(z,z) (第 一 边 值 条 件 )， 


(2.3.1)， 到 | = Br, 切 (第 二 边 值 条 件 ) 
也 有 
(2.3.1)s3 末 二 ju|r =7(z,y) (第 三 边 值 条 件 )， 
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其 中 ftz,a,a(z, ,6(z,y),Y(z,a) 及 kz,y) 都 是 连续 两 数 , 上 > 0. 本 节 讨 论 通 
近 方 程 (2.3.1) 及 相应 边 值 条 件 的 差分 格式 . 原则 上 , 前 节 的 方法 都 可 推广 到 二 
维 边 值 问题 , 但 会 遇 到 新 的 困难 . 例如 随 着 维 数 的 增加 , 求解 域 的 几何 形状 会 更 
复杂 , 如 何 作 网 格 放 分 及 处 理 好 边 值 条 件 , 就 是 一 个 重要 而 困难 的 问题 . 


3.1 五 点 差分 格式 
取 定 沿 z 轴 和 y 轴 的 步 长 辣 和 各 ,六 = ( 怪 + 邮 ). 作 两 族 与 坐标 轴 平 行 
的 直线 : 
必 王 II， 一 0, 土 1,.… ， 


yy 一 Th2，7 了 7 一 0, 士 1,.… . 


两 族 直 线 的 交点 (zhi,7J2) 称 为 网 点 或 节点 ， 记 为 (zi, 切 ) 或 (人 7 放 ， 两 个 节点 
(zi 妇 ) 和 (zzo) 说 是 相 邻 , 如 果 


Ti 一 :Ti 2 一 2 


六 > 





志 =1 或 必 - 训 上 + 一 诈 三 1 
以 Gh = {(zimw) e G} 表示 所 有 属于 G 内 部 的 节点 集合 , 并 称 如 此 的 节点 为 内 
点 . 以 有 表示 网 线 z = zi 或 y= 切 与 也 的 交点 集合 , 并 称 如 此 的 点 为 界 点 . 
令 Gh = GrU 六 , 则 Ch 就 是 代替 域 C = GUD 的 网 点 集合 . 若 内 点 (zi 切 ) 的 
四 个 相 邻 点 都 属于 Gn, 就 称 为 正则 内 点 ; 否则 称 为 非 正 则 内 点 . 图 3.1 中 打 “o” 
号 的 点 为 正则 内 点 , 打 “x?” 号 的 点 为 非 正 则 内 点 , 打 “e” 号 的 点 为 界 点 . 














下 





网 3.1 


现在 假定 (zi 儿 ) 为 正则 内 点 . 沿 z, y 方向 分 别 用 二 阶 中 心 差 商 代 替 urz， 
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wy 则 得 


加 | 了 几 +1 一 21i1 十 同一 1 ti ,7 十 1 一 2 十 i 一 1 加 
(2.3.2) Ahaii 一 [2 十 ai ] 
式 中 ui 表示 节点 (7J) 上 的 网 毅 数值 . 若 以 ww 及 表示 网 格 丽 数 ，wn(zi, 刀 ) = 
7 帮 (21) 一 = zi) 则 差分 方程 (2.3.2) 可 简写 成 


(2.3.2) 一 人 jp 一 了 
利用 Taylor 展 式 ， 
Zi+ly 2 ) 一 20(07i) 2 十 2 1 2 
(2.3.3) (zi+1l, 切 ) 号 芒 ) (Zi 一 1 2 
Du( Di, 力 ) 了 几 Du(oi 态 ) 央 66u(zig) 6 
Er 
ui 2 一 2u(Tiy 7) 十 由 iT 
(2.3.4) ( 计 1) 和 切 ) 《 yj-1) 
-ms 葬 + 息 guns) 起 areeu) ol 
DW? 12 04 360 6W6 
可 得 差分 算 子 -An 的 截断 误差 
(2.3.5) Ri) = Au(2i 功 ) 一 Anu(Tiy 2) 
二 4 
一 17 站 天 十 局 5 了 十 Of{( 六 ) 
一 O(h2)， 


其 中 沪 是 方程 (2.3.1) 的 光滑 解 . 


由 于 差分 方程 (2.3.2) 中 只 出 现 v 在 (7 及 其 四 个 邻 点 上 的 值 , 故 称 为 五 
点 差分 格式 , 其 图 式 如 图 3.2. 








(J/) (十 1 让 
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特别 取 正 方形 网 格 : 各 = 加 = 六 则 差分 方程 (2.3.2) 简化 为 


太 
(2.3.6) 24 一 了 TU-15 十 由 -1 十 1j 十 由 1) 一 本 太 . 
若 三 0 (Laplace 方程 ), 则 
了 
(2.3.7) ui 一 IC-1y 十 2-1 十 Wi+17 十 本国 二 


注 3.1 若 将 (2.3.3), (2.3.4) 两 式 相 加 , 则 得 
Ahnau(ciyo) 一 Au(zi 1) 十 人 十 局 区 ) 十 O(j) 


12 DZ4 
1 2 0 182u(zi 力 ) ，62u(zi 芒 ) 
= Avten 功 十 而 (从 证 愉 有 人 
ji 十 几 4u(zi 切 ) 4 
12 Dr2072 
1 28” 天 2 扩 ) 20D” (zi o) 
一 一 zi,27) 一 17 人 1 一 Da 十 /2 0 一 
1 十 用 3 D4u(Zi， 萎 ) 4 
12 Or207? 0 
又 
Bt4u(zi 攻 ) We Ge ZJ+1) 人 2te- (2 切 ) 十 VWzz(Z4， Vi-1) 2 
8z2872 /2 上 
1 
一 大 太 必 (+ 纺 +1) 一 22( Zi) Vi+1) 十 
2(Zi-1) 37+1) 一 2(0u(zi+1 7) 一 2u(2zi) 太 ) 十 
& (Zi-1) 37 十 ua( Ti+1y27-1) 二 
2u(zi 2-1) 十 u(zi-1 -1)] 十 O(h2). 
因此 


1 
Ana(zi;2r) 十 了 1u(Ti 27) 一 2(u(Zi-1; 芒 ) 十 Wi 27-1) 十 
ML( Zi 3) 十 了 (Ti I++IJ) 十 站 Ti-1， 7-1) 十 凤 (TZi+1， 27-1) 十 
(Zi+1 27+1) 十 (Zi1) 25+1)](R3 十 j)ARR 
| 202(zi,y ) 202F(zi 芒 ) 4 
-Je 网 一 站 (局 和 和 旭 + 古 区 基 ) +o0 
舍 去 截断 误差 项 , 便 得 到 逼近 Poisson 0 
1 
Ahui 一 [ti 一 204-15 十 Wi-1 十 at+H15 十 MiH1) 十 
Wi-17-1 十 WiHLJ-1 十 WiHL+H1I 十 2-1JHi(AE 二 72)A NA 


1 
一 ji 十 7 办 1 大 =(2i， 她 ) 十 27 (zi 态 外 
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其 截断 误差 的 阶 为 O(j4)， 

现在 用 有 限 体 积 法 推导 五 点 格式 .为 此 我 们 需要 作对 偶 部 分 ， 记 zi- = 
(一下 ) 各 ,o5 汪 = (7- 3) oo 作 两 族 平行 于 坐标 轴 的 直线 > = zi 4 和 = 
0 7 = 0, 士 )…， 其 交点 属于 G 内 部 者 为 对 偶 部 分 的 内 点 ,直线 与 边界 
及 的 交点 为 对 偶 剖 分 的 界 点 对 于 任 一 正则 内 点 (zi 轨 ), 考虑 对 偶 剖 分 的 网 
操 : (Ti 一 和 2 一 3 妃 (zi+ 二 ,27 一 号) CCi 和 2 二 方 忆 (Ti 27 用 Gi 表示 以 
4,3,C,D 为 顶点 的 矩形 域 , 称 为 控制 体积 , 6Gi 为 其 边界 (参看 图 3.3). 于 Gu 





积分 Poisson 方程 (2.3.1, 并 利用 Green 公式 , 得 到 Poisson 方程 的 积分 守恒 形 
式 : 


(2.3.8) -/ 2 之 1// dzdy. 
ac On 内 


式 中 2 表示 v 沿 和 矩形 8G。 的 外 法 向 导数 ， 用 中 和 矩形 公式 代替 沿 四 边 的 线 积 
分 , 再 用 中 心 差 商 代替 外 法 向 导数 , 则 


DV 2 全 | -一 电 忆 刘 : 1 or 他 3。 > 1 一 Ti 人 1 -- 一 亿 8 冯 
-一 ds 公 一 :2 册 玉 ?十 1,7 2 万 ?7 十 了 了 访 二 咏 7 刀 。 
网 Om 妃 1 六 1 2 妃 2 1 疡 1 1 


以 之 代 到 (2.3.8), 并 除 以 和 hz, 即 得 五 点 差分 格式 : 


(2.3.9) 四 | 一 2 十 由 -1 


友 | 一 沙 )， 


2 


1 
fi 一 /Tao 及 


它 和 (2.3.2) 一 致 . 
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3.2 ” 边 值 条 件 的 处 理 

先 讨论 第 一 边 值 条 件 
(2.3.10) 由 | = a(z;2). 
以 G; 表示 非 正则 内 点 集合 , 六 表示 界 点 集合 . 因 六 < 也, 当 ( 远 , 态 ) < 放 时 便 
令 
(2.3.11) 2i7 一 GZ 区)). 

当 (2, 玉 ) e G; 即 它 为 非 正 则 内 点 时 , 将 它 和 正则 内 点 一 样 , 在 (zi, 帮 ) 建 
立 逼 近 Poisson 方程 的 不 等 距 差分 格式 . 例如 在 节点 0 (参看 图 3.4) 有 


1 1 一 0 10 一 43 1 | 
同和 了 - 一 | 一 | 一 -一 一 一 一 一 一 二 一 2 一 瑟 ， 
(2 3 ) 车 ( 到 大 】 十 友 (22 0 十 ud4) 态 


帮 == 
其 截断 误差 的 阶 为 O(j). 


1 
(1 十 万)， 河 一 IT0 一 I3. 





图 3.4 


按 (2.3.12) 处 理 边 值 条 件 有 一 个 缺点 , 即 破 坏 了 对 称 正定 性 , 而 这 一 性 质 是 
五 点 差分 格式 所 固有 的 . 为 了 保持 对 称 正 定性 , 可 用 


1 /ul 一 tu ao 一 Ma 1 
3. 人 2 下 
(2.3.13) 后 ( 本 后 ) 十 大 (ua2 一 240 十 44)| = 帮 


代替 (2.3.12). 此 时 截断 误差 的 阶 降 为 O(1). 尽管 如 此 , 仍 可 证 明 , 差分 解 的 收敛 
阶 仍 是 O(j2) ( 按 最 大 模 ) ( 见 [16] 的 第 二 章 84). 
今 讨 论 第 二 、 第 三 边 值 条 件 : 
OU 


(2.3.14) 5 十 bailr 一 
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我 们 用 有 限 体积 法 构造 (2.3.14) 的 差分 通 近 . 我 们 只 讨论 一 种 特殊 情况 , 假定 六 
中 的 节点 ( 界 点 ) 是 两 族 网 线 的 交点 ( 作 网 格 时 可 要 求 界 点 为 两 族 网 格 交 点 ). 如 





图 3.5， El g 是 界 点 ， 已 和 和 刀 (zio,yjo-1) 是 与 之 相 邻 的 内 点 . 过 
(zio+3,2io)， (zioyyjo-) 分 别 作 与 y 轴 和 z 轴 平 行 的 直线 , 它们 与 外 边界 了 一 
起 截 出 一 曲 边 三 角形 A4BC. 于 A4BC 积分 (2.3.1) 两 端 , 并 利用 Green 公式 ， 
得 


(2.3.15) 记 网 de 一 / 0 
AABC 
而 
Zuds 4m 一 “Rn .万 
ADm 
OV UP 一 WP 一 
一 ds 和 一 一 尼 C 
人 1 


DU 
_ 一 ds 一 户 一 大 jds 
司 DOm Ca 0 ) 


名 (7YP KPouPo) x C4， 


以 之 代 到 (2.3.15) 即 得 通 近 (2.3.14) 的 差分 方程 : 


(2.3.16) 
二 是 . 4 万 十 ,CC 十 (po 上 大 poWpo ) X Z| 一 所 dzdy. 
A4BC 
可 见 用 有 限 体积 法 处 理 第 二 、 第 三 边 值 条 件 特别 方便 . 对 非 正则 内 点 , 仍 可 像 前 


面 一 样 建立 一 形 如 (2.3.12) 或 (2.3.13) 的 方程 . 
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3.3 ” 极 坐标 形式 的 差分 格式 
如 果 求 解 域 是 圆 域 、 环形 域 或 扇形 域 , 则 采用 极 坐 标 是 方便 的 . 此 时 Poisson 
方程 形 如 
“ 1 
(2.3.17) 一 Ar 6 一 一 | ( 杂 ) 十 | -一 (Ps 9)， 


其 中 r = Vzz +22,tgb = y/z. 整个 zy 平面 变 成 "8 平面 上 的 半 带 形 域 {O 和 
r< oo0 乏 gb 世 2r]- 

方程 (2.3.17) 的 系数 于 > = 0 奇异 , 因此 只 当 > > 0 时 有 意义 .在 >= 0 和 需 
补充 为 光滑 的 条 件 (原点 是 可 去 奇 点 ). 由 v(0,9) = (mg9) -rur(r,g9) 二 O(r2)， 
r 一 0, 则 知 


Du 
(2.3.18) im， 二 0. 


对 变量 和 5 分 别 取 等 步 长 六 和 j. 令 


nm 一 (2 十 0.5) 力 -一 0,1,2,.…， 
0 一 (十 1jpo,7 三 0,1;…. ,本 一 1,jho 一 2/ 


则 半 带 形 域 的 网 格 节点 为 (ri,6i), 它们 在 r6 平面 上 的 分 布 如 图 3.6. 


9 

2 

0: 

0， 

0o 

虽 r0 六 ] 7 广 2 厂 

图 3.6 
对 任 一 点 (ri;0j)G > 1), 用 中 心 差 商 公 式 

B | 汪 】 1 Ti 到 U17 一 〈(ri 计 十 全 到 Ji 十 一 一 1 
-一 7 一 久 一 一 一， 
7rDr\、 Dr/joreo) mi 2 


下 党 1 1 十 1 过 21i1 十 27 一 1 (人 一 由 ii 一 2 7 ) 
元 85 oo 


83 ” 甜 形 网 的 差分 格式 . 75 . 


代 到 (2.3.17), 则 就 ;> 1 得 到 通 近 它 的 差分 方程 : 
(2.3.19) 
1 7i+ 生 MiH17 一 《ri 二 十 Ti 二 ji 十 ii-14 1 ai5+1 一 2ui 十 17-1 


= ji 0 


今 用 有 限 体积 法 导出 点 (ro,b) 的 差分 方程 . 以 > 乘 方程 (2.3.17) 两 端 , 并 
对 r 由 < 到 心 积 分 ,对 6 由 0 到 b+ 积分 ,然后 令 e 一 0, 则 利用 条 件 
(2.3.18), 可 得 


十 才 O 号 人 
和 于 zhr,g)dg - 人 = (ur 0 员 um 的 -起 )dr 


hr 于 
人 Fr 9)db 
0 6 


用 中 和 矩形 公式 代替 上 述 积分 , 则 


8 8 1/ 心 1/ 心 1/ 庙 
-ia 疝 (的 一 2 人 (新 中 (全 ,0 二 现 "( 符 ,0 二 ) = 53 人 全 9) 


再 用 中 心 差 商 代替 相应 微 商 , 就 得 到 点 (ro,b)) 的 差分 方程 : 


-je 二 -和 = 1 
或 (两 端 除 以 /2ja) 
(2.3.20) 人 司 人 高 -一 时 0 如 ea 
这 就 给 出 了 通 近 (2.3.17) 的 差分 方程 (2.3.19), (2.3.20). 
习 题 
1. 用 有 限 体积 法 构造 毅 近 方程 
(2.3.21) _-V(kvuw =- 属 (如 ) 十 记 (k 吕 )| = 


的 第 一 边 值 问题 的 瑟 点 关 分 格式 , 这 里 大 = K(z,y) > kmin > 0. 
2. 用 有 限 体积 法 构造 台 近 方程 (2.3.21) 的 第 二 边 值 问题 的 五 点 差分 格式 . 
3. 设 步 长 六 = ja = 三 矿 . 记 
Quii 一 +1 十 由 JJ+H1 十 由 -1 十 由-1 一 404i7， 


Da 一 Wi+1J+1 十 Wi-15+1 十 全 -1j-1 十 Wi+L5-1 一 4u 订 - 
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证 明和 逼 近 Laplace 方程 Au = 0 的 差分 方程 
] 


BO 十 口 2 jj] 一 心 


的 截断 误差 的 绝对 值 
40Ahs 
|Rii(u)| 三 5 8T0As， 


其 中 Ms 是 的 八 阶 偏 导数 的 绝对 值 于 考虑 区 域 的 上 确 界 , |6| < 1. 
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利用 有 限 体积 法 , 可 将 抢 形 网 的 差分 格式 推广 到 三 角 网 , 得 到 三 角 网 的 差分 
格式 , 文献 上 也 称 之 为 广义 差分 法 ( 见 [9]). 三 角 网 的 差分 格式 具有 网 格 灵 活 , 边 
值 条 件 容 易 处 理 等 优点 , 特别 它 还 保持 积分 守恒 (质量 守恒 ), 所 以 受到 应 用 部 门 
的 欢迎 . 

考虑 有 界 域 GC 上 的 Poisson 方程 


(2.4.1) -Av = 上 


在 边界 了 上 满足 第 一 、 第 二 或 第 三 边 值 条 件 . 我 们 先 对 G 做 三 角 剖 分 . 如 图 4.1， 
在 冰 上 取 一 系列 节点 , 以 它们 为 顶点 做 逼近 六 的 闭 折线 玉 , 设 G 为 由 友 围 成 
的 逼近 G 的 多 边 形 域 , 然后 把 G 分 割 成 有 限 个 小 三 角形 之 和 , 使 不 同 二 角形 无 
重 硬 的 内 部 区 域 , 任 一 三 角形 的 顶点 不 属于 其 他 三 角形 边 的 内 部 . 此 外 , 我 们 还 
要 求 这 些 三 角形 的 内 角 不 大 于 90?". 这 样 , 就 把 G 分 割 成 一 三 角 网 , 称 为 G 的 三 
角 剖 分 . 组 成 剂 分 的 小 三 角形 也 称 为 三 角 单 元 . 





图 4.1 


对 于 任 一 节点 , 考虑 所 有 以 它 为 顶点 的 三 角 单 元 和 以 它 为 端点 的 三 角形 的 
边 . 过 每 边 作 中 垂 线 , 它们 依次 交 于 相应 三 角形 的 外 心 , 从 而 得 到 玮 绕 该 节点 的 
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小 多 边 形 域 , 称 为 对 偶 单元 (也 叫 控制 体积 ), 这 些 对 偶 单元 全 体 构成 区 域 G 的 
一 个 新 的 网 格 训 分 , 称 为 对 偶 剖 分 . 如 图 4.2 (a), 内 点  e G 的 对 偶 单元 是 六 
边 形 域 , 媚 在 六 边 形 内 部 . 若 闪 是 界 点 , 即 瑟 en, 则 有 瓦 是 其 对 偶 单 元 的 一 个 
顶点 . (参看 图 4.2(b)) 

现 就 每 一 内 点 建立 差分 方程 . 如 图 4.2(a), 设 玉 是 内 点 ,已 ,已 ,…… 声 是 和 
媚 相 邻 的 节点 ,gd 为 三 角形 古 PP ( 忆 = 态 ,下 同 ) 的 外 心 , mi 是 线段 矶 
的 中 点 , Go 是 由 六 边 形 qigz …96 围 成 的 对 偶 单元 . 在 子 域 Go 积分 (2.4.1), 得 


1 Auvdzdy 一 人 dzdz/. 
Co Go0 














网 4.2 
利用 Green 公式 , 可 将 上 式 改 写成 
Du 

(2.4.2) 时 习 3 | dzdy. 
Go 是 Go 的 边界 , mn 是 0Go 的 单位 外 法 向 . 注意 

Du Ou 和 王 Gi 二 1 
2.4. 一 一 人 一 一 一 ds 一 
人 aco 5m 本 5 本 


[w(P+1) 一 ww(B)] +m(Go)Rco(uw)，(qr = 9q1) 


其 中 mm(Go) 是 Ge 的 面积 ，Rco(u) 是 截断 误差 . 以 之 代 到 (2.4.2), 舍 去 截断 误 
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差 即 得 点 丁 的 差分 方程 : 





(2.4.4) 寺 计 (un 人 2 Pu ) 到 儿 jdzdy 二 mm 人 (CO0)  %20， 
Co 


1 
5 局 十 山 JEw 
Cn 


其 次 建立 界 点 的 差分 方程 . 如 图 4.2(b), 设 玉 是 界 点 ， 相 应 的 对 偶 单 元 为 由 
Bilogig2g374 古 于 成 的 多 边 形 Co. 若 在 有 上 给 的 是 第 一 边 值 条 件 (2.3.1D), 则 


令 
(2.4.5) 4P, 一 ci( 书 ). 
若 给 的 是 第 二 或 第 二 边 值 条 件 , 例如 

Ov 
《2.4.6) 万 二 十 ul = 小， 


(三 0 就 是 第 二 边 值 条 件 ) 则 需 补 充 一 个 方程 . 如 网 4.2(b), 此 时 和 (2.4.2) 类 似 
地 有 


OU OV Du 
(2.4.7) 一 万 5 二 太 5 有 + / 2 十 


4 1/ 尖 da 
9192 om 9293 om 03 计 4 oOm 


1 


上 式 左 端 方 括号 内 后 四 项 仿照 公式 (2.4.3) 的 方法 离散 化 , 例如 








Du ，， 克 191 Du ， 歼 2 
加 5d3 饼 于 忆 (ui 0 243 包 (ua2 一 0). 














19， 50 书 


(2.4.7) 左 端 前 两 项 是 沿 外 边界 的 积分 , 利用 条 件 (2.4.6) 消去 法 向 导数 , 得 到 仅 含 
4 的 积分 . 假定 上 ,7 是 常数 , v 用 三 角 单 元 边 上 的 线性 两 数 去 盘 近 , 则 可 利用 梯 
形 公 式 计 算 相 应 的 积分 , 于 是 得 


(2.4.8) 广 ds = 人 人 


md md4 书 ) 


站 [ 
二 704zb(7 三 5K(uPu 和 Wrna )) 


1 
三 5 04 一 了 (3uP 十 ua) 
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同 理 
(2.4.8)2 人 ds 一 一 韦 古 (， (3 十 up)) ) 
将 这 些 公 式 代 到 (2.4.7), 就 得 到 界 点 的 差分 方程 . 显然 所 有 内 点 、 界 点 的 差分 方 


程 组 成 一 个 封闭 的 线性 代数 方程 组 , 其 系数 矩阵 是 对 称 的 稀 朴 矩阵 . 

从 前 面 的 推导 看 出 , 用 有 限 体积 法 构造 三 角 网 差分 格式 和 矩形 网 情形 完全 
类 似 , 而 边 值 条 件 的 处 理 则 更 方便 灵活 , 特别 是 第 二 .第 三 边 值 条 件 , 其 处 理 方法 
跟 内 点 没有 实质 区 别 . 还 应 指出 , 方程 (2.4.2) 是 (2.4.1) 的 积分 形式 , 表示 某 一 物 
理 量 在 单元 Go 守恒 , 而 差分 方程 (2.4.4) 则 是 守恒 律 的 离散 形式 . 

例 4.1 五 点 差分 格式 

在 矩形 网 上 用 同 回 对 角 线 将 每 一 矩形 单元 分 成 两 个 直角 三 角形 , 得 到 “直角 
三 角 削 分 "对偶 单元 是 矩形 , 由 此 导出 的 差分 格式 恰 是 五 点 格式 . 

例 4.2 正三 角 网 上 的 差分 格式 

图 4.3 是 一 个 正三 角 网 , 每 个 三 角形 的 边 长 为 六 取 一 内 节点 古 , 设 与 之 相 
邻 的 六 个 节点 为 玉 ;,;, 户 , 己 , 矶 , 声 . 过 碎 互 的 中 点 mi; 作 古 互 的 中 垂 线 , 依 
次 交 于 A 态 已 Pa 的 外 心 % (这 时 与 重心 重合 ). 正六 边 形 qq .…96 于 成 的 多 
边 形 域 Go 是 于 绕 书 的 对 偶 单 元 . 显然 

瓦 咏 =]， 39HT= A/V3. 


Go 的 面积 m(Go) = V3h2/2 因此 差分 格式 (2.4.4) 为 


2 2 
(2.4.9) - 疡 (> -o 岂 - 忘 Flz,z)dzdy， 
2“ 本 z,3)dzdy 
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例 4.3 正六 边 形 网 上 的 差分 格式 
图 4.4 是 正六 边 形 网 , 边 长 为 娘 设 而 是 任 一 内 节点 , 与 之 相 邻 的 三 个 节点 





为 已 , 忆 , 声 . 过 瑟瑟 的 中 点 作 中 垂 线 , 彼此 相交 于 六 边 形 的 中 心 qqz,qa, 三 
角形 qiaqzgs 是 甫 绕 古 的 对 偶 单 元 ， 显 然 瑟 已 = he = V3， 对 偶 单 元 
Agqigazgs 的 面积 为 3V3h2/14. 因此 差分 格式 为 


呈 4 
(2.4.10) 一 3 声 ii 一 au 二 53 几 / zy)dzdy. 


Adl19q293 





习 题 
1. 试 证 三 角 网 的 差分 格式 (第 一 或 第 三 边 值 条 件 ) 的 系数 矩阵 对 称 . 
2. 构造 近 (2.3.21) 的 二 角 网 的 差分 格式 . 
3. 求 出 差分 格式 (2.4.9) 和 (2.4.10) 的 截断 误差 的 阶 (分 别 为 O(h2) 和 O(P)). 


*85 ，” 极 值 定理 和 敛 速 估计 
从 81 知道 , 为 了 得 到 差分 解 的 收敛 性 、 敛 速 估计 及 其 稳定 性 , 需要 对 差分 解 
作 某 种 先 验 估计 , 极 值 定 理 是 作 这 类 估计 的 常用 方法 . 
5.1 ”差分 方程 
考虑 二 阶 覃 圆 偏 微分 方程 第 一 边 值 问 题 : 
(5 了 | -(4uzjz 一 (Buwjy+Cuc+Du +Eu = 已 (zigeG. 


由 三 da 
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其 中 4(z,y), B(z,y) 属于 C1G), Clz,y) D(z,y) 已 (z,y) 和 忆 (zy) 属于 C(G)， 
acecCT), 且 4(z,y) >4min > 0, Blzy) > Ban > 0, 瑟 >0. 

如 83 构造 矩形 网 , 和 和 加 分 别 为 沿 zx 和 Y 方向 的 步 长 . 用 Gn 表示 网 格 
内 点 集合 , 六 表示 网 格 界 点 集合 , Gh = Gh 山 及 .本 节 总 假定 Gx 是 连通 的 , 就 
是 说 , 对 任意 两 节点 互 , 巨 e Gh, 必 有 一 串 节 点 已 e Gh (= 1,2,…. ,mm 一 1 可 
与 五 ,五 排 成 下 列 顺 序 : 


五, 忆 , 疡 ,…. ,了 1 


使 前 后 两 点 为 相 邻 点 . 
对 于 正则 内 点 (zi,yj), 用 如 下 的 差分 方程 通 近 (2.5.1): 


(2.5.2) [4 ji7 呈 = 一 [B, 和 本 (Mi 到 本 Cij(ui) 十 Di (ui) 亲 十 王 i724i7 二 一 了 7， 
其 中 
1 
4 一 Ci，2) 一 上 (人 ss 5 ha,jja ， 


2 
， ， 工 
7 一 忆 (zi, 7- 让) = 了 (i， (; 一 5 i) 》 
面 
Vi 一 Ai 一 1 ij 一 ij 一 1 
(4ij) 到 一 0 二 和 
Li 9 了 UL， 1 as am 47 
(2.5.3) (ui)jz= 一 (chj 一 一 人 
1 2 
ULH+H17 一 由 -1 1 WUiJ+1l 一 2 一 1 
(7) 一 27 》 (4 5 一 0 


显然 , 截断 误差 的 阶 为 O(12 + 邮 ). 方程 (2.5.2) 可 改写 成 为 : 


(2.5.4) ia 一 (Qi-1jUi-17 十 Qij-1uij-1 十 QiHLJUiHIJ 十 Qij+luiJ+1) 一 了， 


其 中 
0i-17 三 各 蕊 本 党 0 ， 
ai jj-1 一 1 (Bi 一 痉 Du) 
(2.5.5) 6 一向 ” 人 十 刀 Cw ， 
Qi,j+1 一 几 2 (2 22Dy) ? 


Ni 
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由 系数 4, 刀 的 假设 条 件 , 只 要 和 和 ji 充分 小 , 则 wiiaiiiai+liaii+l 和 
Ci) 均 大 于 0U， 且 


(2.5.6) qi 一 (ai-1j 十 aij-1 十 ai 十 aij+1) 一 0 0. 


对 于 非 正 则 内 点 , 则 按 节 3.2 的 方法 建立 一 不 等 距 差 分 方程 . 例如 设 (zi 力 ) 
为 图 3.5 中 之 点 “0”, 则 用 


1 人 
| 4， t i(ui 生 | 一 “一 -一 14 rt 4 1 2 了 t 四 


4 闵 1 


条 亿 
人 1 一 一 1 
(ui7) 人 一 一 二 人 : 
依次 代替 (2.5.2) 中 的 相应 项 , 其 中 朵 ,下 如 (2.3.12). 此 时 仍 可 将 (2.5.2) 写成 形 
式 (2.5.4). 只 要 和 ,jjaja 充分 小 , 则 (2.5.4) 左 端 之 系数 oilj aij-1， ai+l 让 
oj 和 oj 就 是 正 的 , 上 且 (2.5.6) 成 立 . 显然 , 在 非 正 则 内 点 , 差分 通 近 的 阶 为 
Of(Pa 十 几 2). 
在 研究 (2.5.4) 的 极 值 性 质 之 前 , 我 们 指出 它 的 几 个 简单 而 有 用 的 性 质 . 将 
(2.5.4) 改写 成 
(2.5.7) 


了 hui 一 QijUi 一 0i-1j-1 一 Qij-1uij-1 一 Qi+lJUiH17 一 QiJ+1UJH+1 二 下 


将 网 格 内 点 按 适 当 次 序 排列 , 例如 从 左下 角 网 点 开始 , 按 由 左 向 右 、 由 下 向 
上 的 顺序 排列 , 得 到 一 线性 代数 方程 组 , 其 系数 和 矩阵 4 有 下 列 性 质 : 

(i) 4 的 每 行 最 多 有 五 个 非 零 元 素 , 所 以 4 为 稀 踊 矩阵 . 在 排列 网 点 顺序 时 ， 
应 尽量 使 非 零 元 素 “ 靠 近 ” 对 角 线 , 这 对 消 元 法 特别 有 利 . 

(ii) 4 的 对 角 元 素 是 正 的 , 非 对 角 元 素 是 非 正 的 . 非 对 角 元 素 绝对 值 之 和 不 
超过 对 角 元 素 , 即 


(2.5.8) Qi-1i7 十 Qij-1 十 Qi+lj 十 Qi,hi+1 入 Qi， 


当 (, 妃 为 非 正 则 内 点 时 , 其 四 个 相 邻 点 至 少 有 一 个 是 界 点 , 比如 设 (4-1L7) 是 界 
点 , 则 可 将 (2.5.7) 中 之 相应 项 ui -ljuwi-ly 移 到 右 端 , 视 (2.5.7) 左 端 之 ai-1j = 0， 
此 时 不 等 式 (2.5.8) 严格 小 于 号 成 立 . 所 以 矩阵 4 对 角 占 优 , 这 对 于 保证 迭代 法 
的 收敛 性 是 重要 的 . 

(iii) 若 方程 (2.5.1 对 称 , 即 C = 刀 = 0, 则 矩阵 4 也 对 称 ( 设 非 正则 内 点 的 
格式 为 (2.3.13)). 

上 述 性 质 在 构造 差分 方程 的 解法 时 特别 有 用 . 
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5.2 ” 极 值 定 理 
现在 讨论 差分 方程 (2.5.7) 的 极 值 性 质 . 


定理 5.1 ( 极 值 定 理 ) 设 wiij 是 Ch 上 的 任 一 网 格 函数 著 Ehauij 所 0 
(二 Pa 之 0)， 对 任意 (zt 芒 ) 二 CT， 则 这 不 可 能 在 内 点 取 正 的 极 大 ( 负 的 极 
小 )， 除非 zi7 三 常数 ， 


证 明 只 证 明定 理 的 第 一 部 分 , 因为 第 二 部 分 是 类 似 的 . 用 反 证 法 , 设 wy 关 
稼 数 ，wi 在 Ghn 中 某 点 达到 正 的 极 大 值 M.， 由 于 Gn 连通 ， 必 有 某 一 内 点 
(zi 使 wj = M, 且 至 少 有 一 个 相 邻 网 点 , 比如 (zio 1; yo)， 使 wa -ij < 
M. 于 是 


了 haio, 加 (aio 加 一 Qio-lo 一 Qio 二 170 一 1 一 Qio 二 1,7o 一 aio 思 +I1JA > (U， 
与 假设 矛盾 . 
推论 5.1 差分 方程 (2.5.7) 有 唯一 解 . 


证 明 只 需 证 明 相 应 的 齐 问 题 ( 边 值 和 右 端 都 恒 等 于 0) 只 有 平凡 解 . 实际 
上 , 设 vi 是 齐 问 题 的 解 , 则 由 定理 5.1, ui 既 不 能 在 Gn 取 正 的 极 大 , 也 不 能 取 
负 的 极 小 , 因此 wy 三 0. 


推论 5.2 车 网 格 函 数 uij 满足 
Phuij 0, 对 任意 (Ti 1) E Gh， 
ui 过 0, 对 任意 (zi,Wj) e 从 ， 
则 4 > 0, 对 任意 (zi 屹 ) E G 
证 明 由 定理 5.1 直接 推 得 . 
定理 5.2 (比较 定理 ) 设 ij 和 ij 是 两 个 网 格 函 数 , 满足 


(2.5.9)1 |Znauiil 和 Zhi， 对 任意 (zi 1) < Gh， 
(2.5.9)? ui 和 ii， 对 任意 (zi21) e 有， 

则 

(2.5.10) |uij| 二 对 任意 (Zi 32) E CT. 


证 明 由 (2.5.9)) 和 (2.5.9)2 可 知 


Zh(Di 一 21) 0， 于 Cn， 
Vi 一 Mi 过 0， 于 
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和 
jp(Di 十 ii) 0， 于 Cn， 
ii 十 2 过 0， 于 以 . 
由 推论 5.2 便 知 (2.5.10) 成 立 . 
推论 5.3 差分 方程 


一 0， 下 CT 六， 


4 一 ai 于 闪 
的 解 ij 满足 不 等 式 
(2.5.11) TPR | 和 四 ax |aaj|. 
证 明 设 0 是 下 列 问题 的 解 : 
了 0 
zi =|aizl， 于 六， 


则 由 和 定理 5.2 
|uiil 和 1 于 Cn. 


若 Vi 三 常数, 则 Ui 三 max |ail. 大 Vi 天 常数 , 则 由 定理 5.1, 困 数 Vi(> 0) 
的 最 大 值 只 能 在 尺 达到 , 因此 Vi 乏 中 ax [ou 从 而 (2.5.11) 成 立 . 


5.3 ”五 点 格式 的 和 敛 速 估计 


设 v = w(z,z) 是 Poisson 方程 第 一 边 值 问 题 的 解 (参看 (2.3.1), (2.3.1)1)，u 


是 五 点 差分 格式 
了 二 
ui 一 Qi， 于 办 


的 解 , 此 时 4= 忆 =1C= 万 = 一 =0. 当 (czi 妨 ) 是 正则 内 点 , 且 丫 = 加 
时 ，(2.5.7) 中 的 aij 一 4，ai-1j = aij-1 = ai+lj 一 Qij+1 三 虐 当 (Zi 7) 为 非 
正则 内 点 时 , 需 按 节 3.2 的 方法 对 系数 作 适当 修正 . 令 ei = Wi 力 ) 一 2， 若 


世 掏 C4(C)， 则 1 满足 


(2.5.12) Thei 一 Ri， 于 Gn 
Eij 一 0， 二 必 大 5 
截断 误差 


O(ja + jh)， (ziW) 是 非 正则 内 点 . 


十 肛 )， (zip 芒 ) 是 正则 内 点 ， 
Ri = 
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令 六 = vV 邮 十 由 ,可 设 


其 中 玉 是 常数 . 
现在 估计 误差 cj. 不 妨 设 (0,0) e G, 尽 是 以 (0,0) 为 心 且 包含 G 在 内 部 的 
最 小 圆 域 的 半径 . 令 


Rii| 芭 天 几 ， 


Bi = 一 (了 一 于 一 女 ). 


显然 , BE 于 G 非 负 . 又 z2 关于 zx 方向 的 二 阶 中 心 差 商 等 于 2, 好 关于 7 方 
向 的 二 阶 中 心 差 商 也 等 于 2, 故 当 (zi 力 ) 是 正则 内 点 时 ，ZnB5 = 天 而 当 
(zi, 纺 ) 为 非 正则 内 点 时 ，Zrn 中 仍 出 现 二 阶 差 商 (但 不 一 定 是 中 心 差 商 )， 此 时 仍 
有 厂 Bii = 天 六 这 样 .已 5) 满足 





ea ee 
将 定理 5.2 用 于 (2.5.12) 和 (2.5.13), 便 得 

ez 么 Bi = 一 (R2 一 殉 一 纺 )， 
从 而 
(2.5.14) Iax | cj| 乏 之。 


足见 若 wz 从 EC4(G), 则 差分 解 wii 一 致 收敛 到 v, 且 有 敛 速 估计 (2.5.14) 

注 ， 极 值 定理 在 证 明 椭 圆 差 分 方程 的 稳定 性 及 差分 解 的 误 关 估 计 中 起 重要 
作用 . 在 下 列 习题 1,2 人 它们 将 在 第 三 章 研 究 隐 式 差 
分 格式 理论 中 得 到 应 

习 题 
1. 设 丈 ={fci=01 ,Nizo<z<.…<zrNj,w 是 六 上 的 网 格 范 数 . 又 
Li 三 一 (aiWi-l 一 太 信 十 ciyi+l) 十 g 一 12 一 1 

上 共 中 ai zi, ci 恒 正 ,9 非 负 , 且 ai + ci 过 硫 . 证明 当 wri 和 0 (ww 0) 时 ,ww 不 能 在 内 点 取 
正 的 极 大 《〈 负 的 极 小 ), 除非 等 于 常数 . 

2. 在 题 1 中 , 若 设 心 = 不 -auw -e+aq>0l=li2,N-HTD, 则 差分 方程 

全 一 Di 一 2 ns 1， 
yo 三 WA 三 0 
的 解 满足 
Imax |z| 未 max 你 


3. 利用 题 2 估计 差分 方程 (2.2.9), (2.2.10) 0 (假定 >=0,g>qo > 0, 心 三 门 . 
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86 达 代 法 


在 本 章 最 后 三 节 , 我 们 介绍 差分 方程 的 解法 , 包括 逐次 超 松弛 法 , 共 斩 梯 度 
法 和 交替 方向 法 . 这 些 方 法 也 可 用 于 第 六 章 要 介绍 的 Galerkin 有 限 元 法 . 尽管 
读者 可 能 在 一 般 线 性 代数 计算 教程 学 过 这 些 方 法 , 但 由 偏 微分 方程 数值 解法 导 
出 的 离散 化 方程 有 其 特点 ,所 以 仍 有 必要 知道 如 何 利用 方程 的 特性 选择 适当 解 
法 . 其 实 , 现行 线性 代数 计算 的 许多 方法 也 是 从 偏 微分 方程 数值 解 中 提出 的 . 我 
们 在 前 节 已 经 指出 , 用 差分 法 (或 有 限 元 法 ) 导出 的 线性 代数 方程 的 系数 矩阵 一 
般 具 有 性 质 : 大 型 稀疏 , 对 角 占 优 , 若 原 方程 对 称 正定 , 则 相应 差分 方程 的 系数 矩 
阵 也 对 称 正 定 . 现在 还 要 指出 , 如 此 的 矩阵 一 般 还 是 病态 的 , 这 正 是 求解 这 类 方 
程 的 困难 所 在 . 

设 4 是 一 非 奇异 N 阶 和 矩阵 ,Xi,X?,…… ,AN 是 4 的 特征 值 , 其 中 |jNi| 和 
|Xz| 科 … 范 |Aw|l. 通常 称 | 4 :14=-!| 为 矩阵 4 的 条 件数 ， 而 称 |Aw|/|Ail 
为 4 的 谱 条 件数 ， 当 4 是 对 称 和 矩阵 时 谱 条 件数 和 条 件数 相同 . 在 一 般 情 形 ， 
|Avl/iAil 科 444- 韦 . 往 后 记 Cond(4) = |Avl/a| 并 称 之 为 条 件数 ,显然 
人 恒 有 Cond(4) > 1. 若 Cond(4) >> 1, 则 说 4 是 病态 矩阵 . 我 们 知道 , 当 4 是 
病态 时 , 求解 方程 组 hv = j 会 遇 到 很 多 困难 . 下 面 我 们 举例 说 明 , 由 椭圆 型 方 
程 导出 的 差分 方程 一 般 都 是 病态 的 . 


例 6.1 考虑 两 点 边 值 问题 : 


(2.6.1) 古 = 一 9 和 + 几 一 下 0<Z<1， 

wu 人 (0) = (1L) = 0， 
4>0 是 沿 数 . 取 步 长 疡 = 1/N, 用 二 阶 中 心 差 商 替代 二 阶 微 商 , 得 差分 方程 : 
(2.6.2) 一 -1 十 (2 二 jg)ui 一 WiHL 一 了 万 了 =12,N 一 1， 


0 一 WN 三 0， 


相应 的 特征 问题 为 

(2.6.3) Zhi 三 (十 (2 二 jg) = Xi，7=12…,N=1， 
0 一 2WN 二 (0， 

其 中 彤 是 由 下 式 确 定 的 差分 算 子 : 

(2.6.4) 1 一 一 (由 -1 十 uH1)， 了 一 12……,N 一 1， 


140 一 上 N 一 0. 
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先 求 nu7 的 特征 值 和 特征 向 量 . 考虑 


《2.6.5) jh 二 一 (5 一 1 十 25H1) 二 Ja 
0 一 上 N 一 0 
以 由 = 好 代入 ,为 使 (2.6.5) 有 非 零 解 , 必须 
(2.6.6 ) 有 = 由 二 一 2cosiTrRA， 一 1,2,. ,和 N 一 1 
相应 的 解 癌 量 
(2.6.7) i = {sin 杂 hi 1 一 12…. ,一 1. 


上 是 (2.6.5) 的 特征 值 , 赋 是 相应 的 特征 向 量 . 由 此 可 知 于 ((2.6.3)) 的 特征 值 
为 


Ni = 一 2cosirjh 十 2 十 jg 一 4sin? 王 十 gj2， 
特征 向 量 仍 为 由 ((2.6.7)). 最 小 和 最 大 特征 值 分 别 为 


Al = 4sin2 瑟 十 gjh2 ~ (rr2 十 gj， 大 一 0 


和 
人 V 玉 
入 NV_1 一 4sin2 一 一 十 9 用? 改 4， 歼 一 (0. 
条 件数 5 
人 一 1 -2D 
一 一 ~ 一 一 一 妨 。 
Al 证 人 


所 以 当 户 充分 小 时 , 系数 矩阵 是 病态 的 . 
例 6.2 考虑 二 维 模型 问题 : 
(2.6.8) 一 Au = 一 (tzz 十 tyy) 一 乡 
(z,y)EcC=(0,1)x(01)={0<z<li0<yY<1ly，vr=0， 


其 中 卫 = 6G 是 G 得 边界 . 取 步 长 尹 = 1AN, 作 正 方形 网 格 , 则 有 逼近 (2.6.8) 的 五 
点 差分 格式 为 


(2.6.9) 一 Mi-1 一 Mi-1 十 4 一 由 1 一 AM, 计 1 一 有 


0 一 201 一 WN 一 VAN 一 0，27 王 12 ,人 一 上 | 
用 分 离 变量 法 , 取 
TI S7 开 


(2.6.10) 0 一 Sin 一 一 7 sin 一 一 ， 7,5 一 12,...,N 一 1， 
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则 
加 s) (rs) (r,5) (rs) (r,s) 2 2 (r,s) 
4 1 二 了 一 1 十 44 一 凡 ; 1 十 1 ) 一 ti, 二 1 和 4 (sin2 去 DDN 十 Sin 3 了 
见 由 (2.6.9) 左 端 定义 的 差分 算 子 (或 系数 抢 阵 ) 的 特征 值 是 
(mr,s) 一 2 2 二 人 
【全 本 入 = 4(sin2 区 IN 十 Sin 2 |) ， 并 2 一 1 
相应 的 特征 向 量 (由 (2.6.10) 定义 ) 是 
N-1 
加 {7;3) -一 攻 7? 杞 交 | _。 
(2.6.12) 也 sin 下 Sin 六 1 
最 小 特征 值 了 
NA) 一 8sin2 本 改 2 妨 一 0; 
最 大 特征 值 
AL 下 (5 一 2 ) 邢 一 8cos? 8， 矿 一 0; 
2 2 
条 件数 


NON 1 ,N 有 区 > 全 ja 六 一 0. 


故 对 充分 小 的 九 (2.1.9) 的 系数 矩阵 是 病态 的 . 
五 点 差分 格式 的 系数 矩阵 还 有 一 个 重要 性 质 : 可 排 成 分 块 三 对 角 阵 ， 实 际 
上 , 将 网 格 点 (zi,oj) 按 i+7 的 次 序 由 小 到 大 由 下 到 上 排列 , 如 图 6.1， 


四 古本 本 硬 国 国 

AN S% 

es 
SN 

要 员 民 用 硬 醒 面 

Ne 










网 6.1 
则 五 点 差分 格式 的 系数 和 矩阵 形 如 
万 ， Cn () 
忆 ] 也 CC 
4-=- 卫 ， 
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其 中 Di,.…… , 疡 。 是 不 同 阶 的 对 角 方 阵 . 文献 上 把 这 类 和 拖 阵 归结 为 2- 循 环 矩阵 或 
具有 性 质 (4) 的 矩阵 (参看 图 ,[30],[32]). 


6.1 一般 和 迭代 法 
将 线 代 数 方程 组 
(2.6.13) 4u = 了 
改写 成 迭代 形式 : 
(2.6.14) & 一 了 十 志 
解 (2.6.13) 的 一 般 迭 代 程 序 为 
(2.6.15) us+1) 一 Teetk) 十 @ 大 一 0,1…， 


由 第 一 章 引 理 1.1 推出 , 它 收 敛 的 充 要 条 件 是 矩阵 了 的 谱 半 径 p(T) < 1. 大 人 
为 对 称 和 矩阵 , 则 还 有 敛 速 估计 : 


lu 一 和 PT 一 ah 


其 中 上 : | 是 欧 氏 模 . 为 使 上 次 迭代 误差 不 超过 初始 误差 的 <s 倍 , 应 取 上 大 满足 
p(T) 和 < 或 


(2.6.16) 大 > |jngsl/(--lnp(T)). 
定义 敛 速 为 
(2.6.17) RR(T) = 一 Inp(T). 


设 No 是 每 步 迭 代 所 需 的 工作 量 , 则 大 次 迭代 的 总 工作 量 
(2.6.18) M s Nollnecl/ R(T) 


现在 介绍 一 般 的 同步 欠 代 . 假定 4 的 对 角 元 素 ai 关 0(i = 1 2 ,和 N)， 
万 = diag(all ,axwN), 瑟 = 姜 -4, 则 方程 (2.6.13) 即 Du -- 互 w = 5 两 端 乘 
以 万 -1 = diag(ail,.… ,ah, 得 


一 -IBu+D-ID=(TI 一 万 -14)v 十 万 15. 
熟知 的 Jacobi 迭代 为 


(2.6.19) utk+l 一 (7 一 万 -14)utt) 十 万 -10. 
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按 分 量 展 开 ， 


1 1 
ul 一 一 一 》 aiju 十 一 bi 1 一 1 下 2. 4 
Ci 和 - 人 ii 


将 它 用 于 (2.6.2) (dg = 0), 则 
人 一 (人 - ut ) 十 1 一 1,2,.. ,和 N 一 1， 
t+) _ 全 二 1) 三 称 
适 代 矩阵 开 = -3 (矩阵 有 由 (2.6.4) 定义 ) 的 特征 值 为 
和 i 一 cosirh， 1 = 12.…,N 一 1)= N-:， 
可 见 
(2.6.20) p( 了 ) 一 cosT 凡 人 1 一 321i2， 六 一 0， 
R(T) = 一 Inp(T) ~ re2jh2 太一 0. 


引进 松弛 因子 w 尖 0 ( 实 参 数 ), 将 方程 (2.6.13) 写成 等 价 形式 : 攻 = 苹 一 w(4vu 一 中 
就 得 到 Richardson 同步 迭代 : 


(2.6.21) tk+1) 一 一 w( ut 一 让， 大 一 0,1……， 
迭代 矩阵 下 = 了 -ww4, 其 特征 值 

AT =1 一 wN，1=12… ,和 N 
Ai 是 4 的 特征 值 . 假定 4 是 对 称 正定 矩阵 ,ac 和 8 是 其 特征 值 的 下 界 和 上 界 : 


1 


为 使 p(T) = max |1 --wAi| < 1 必须 上 且 只 须 


2 
0<ww< 一 ， 


选 最 佳 松 弛 因子 wort 使 


pw 三 min max |1 一 wAi|. 
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显然 1 一 wz 的 最 大 和 最 小 值 在 端点 达到 , 使 max|l - wAXi| 最 小 的 wort 满足 





1 一 optGe 二 一 (1 二 wopt 有 )， 
(2.6.22) opt 一 a+ 
相应 的 
? 一 
(2.6.23) p(T) = p(T-woe4) = 一 人 


将 Richardson 迭代 用 于 五 点 格式 (2.6.9), 因 4 的 特征 值 
Nt7) 一 4sin2 十 4sin? 二 


wa = 和 XUD) = 8sin2 有 = AN-DN-H 一 8cos2 到 
和 2 
1 、 
故 wopt 一 4 相应 的 和 迭代 为 


大 十 1 k 工 大 大 大 K 大 
(2.6.24) 7 “三 。 加 1 一 二 十 4 tj 本 1 一 和 及) 


工读 大 
IT(ui1 yi 下 国光 二 As 二 和 二 十 jh)， 大 一 0,1……， 


这 是 解 (2.6.9) 的 Jacobi 迭代 , 迭代 矩阵 T 的 特征 值 X 卫 = 1 一 Xi， 谱 半径 





27 2 
(2.6.25) p(T) 一 cosrx 岂 人 1 一 ， 力 一 0. 
收敛 速度 

21 2 
(2.6.26) R(T) = -lnp(I) ~ 开 庆 < 


6.2 SOR. 法 (逐次 超 松弛 法 ) 


将 二 阶 椭圆 方程 的 五 点 差分 格式 (2.5.4) 改写 成 : 
(2.6.27) 

Zhi 一 QijUij 一 Qi-1JUi-1 一 Qij-1Ui7-1 一 Qi+HlJUiHL7 一 Qij+liJHL 三 万) 
如 例 6.2, 将 网 点 按 下 标 之 和 ji +7 = ! 递增 的 次 序 排列 , 则 知 其 系数 矩阵 4 具 
有 性 质 (4). 格式 (2.6.27) 的 系数 都 是 非 负 的 : ai > 0, ai -lj > 0, ai > 0， 
ai+lj 2 0, aiji+l >0, 且 对 角 占 优 : 


0<ai-ljy 十 aij-1 十 ai+1j 十 0ij+l 委 Qij. 
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( 当 节 点 (zi, 几 ) 有 一 邻 点 是 界 点 时 第 二 个 不 等 号 严格 成 立 ). 解 (2.6.27) 的 SOR. 
法 为 


大 十 1 大 册 大 大 +1 K 十 1 
(2.6.28) ui ) =- 3 > 一 (aaa 和 人 误 全 1 ai 六 
订 


(大 ) (K) 二 
一 Qi 十 17 十 1 Ci,J 十 1 十 1 me 及 各、 一 0， 1 ， 二 


其 中 尖 0 是 松弛 因子 . 设 万 是 4 的 对 角 元 和 矩阵, - 工 和 - 尽 分 别 为 4 的 下 
三 角形 和 上 三 角形 和 矩阵, wu 是 以 {wii} 为 分 量 的 向 量 ( 按 前 述 次 序 排 列 ), 则 可 将 
(2.6.28) 写成 向 量 形式 : 


(2.6.29) utk+1) 一 Au 十 由 (万 一 w) 一 让， 
考研 (交大 二 全 二 二 1 
为 便于 比较 , 我 们 写 下 Jacobi 迭代 : 
1 
pa。 电光 -oo 
让 


(天 ) (大 ) 
一 Qi 二 17 二 1 一 Qi 十 1 一 ji) 


其 汉代 和 矩阵 吾 = 了 工 一 万 -14. 
由 于 和 矩阵 4 具 性 质 (4), 故 4。 的 特征 值 Xw 和 Jacobi 迭代 矩 阵 吾 的 特 
征 值 六 之 间 有 关系 (参看 [和 四, [30], [32]): 


入 一 必 人 十 由 一 1=0. 
假定 召 的 特征 值 都 是 实 的 , 则 可 推出 |xw| < 1 的 充 要 条 件 是 : 
(2.6.31 ) DR 末 志 2 1 过 


也 就 是 说 SOR. 法 收敛 当 且 仅 当 we (0,2) 且 Jacobi 迭代 (2.6.30) 收敛 . 此 外 , 设 
五 是 吾 的 按 模 最 大 特征 值 , 则 最 佳 松弛 因子 


(2.6.32) woxi 王 2/(1I+V1 一 无 ) (> 1)， 
4..， 的 谱 半 径 


1 一 V1-- 殉 
(2.6.33) p( 4 ,) = wopt -1 = 一 一 一 一 一 
1+V1-- 天 


(参看 [四 , [30], [32]) 
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将 SOR 法 用 于 五 点 格式 (2.6.2), 因 妃 = 工 - 他 的 最 大 特征 值 严 =- cosmh 
政 





1 一 Sin T[ 态 
0 4 :) IE 发 1 一 2rjh， 太一 0. 
伍 速 
(2.6.34) 玉 (4。，) 一 一 In p(4。。,) 改 2T[ 六 . 


由 (2.6.26), 知 Jacobi 迭 代 的 敛 速 为 O(P2), 可 见 SOR 法 较 Jacobi 迭代 有 明显 
改进 . 
Gauss-Seidel 法 对 应 w = 1, 此 时 甩 = 五 = cosrjh, (X， 是 4; 的 最 大 特 
征 值 )， 
R(41) = 一 InlXn| = 一 2ln 歼 ~ 272， 
与 (6.6.26) 比较 , 可 见 Gauss-Seidel 法 的 敛 速 是 Jacobi 迭代 的 二 倍 . 


注 “SOR 法 也 可 按 与 前 述 网 点 相反 的 次 序 进 行 . 还 可 按 这 两 种 次 序 交 替 使 
用 , 称 为 对 称 逐 次 超 松 弛 或 SSOR, 敛 速 比 SOR 法 略 有 提高 (参看 [30], [32]). 


习 题 
1. 求 N 阶 三 对 角 阵 
0 1 0 
-1 0 的 
现 
1 
的 特征 值 和 特征 向 量 (参看 例 6.1). 


2. 设 方程 组 v = 五 w 十 b 满足 p( 瑟 ) < 1 且 互 的 特征 值 为 实数 . 证 明 由 和 迭代 法 


oketD 一 be 十 w(UEuCktD 十 bb) wwD 


(对 w e (0,2)) 确定 的 ut，u(9 均 收 敛 到 方程 组 的 解 w. (提示 :; 原 方程 和 联 立 方程 w 二 
uv 十 bu = 五 十 b 等 价 .) 
3.( 实 习题 ) 求解 边 值 问题 : 


Aau 一 2T2er(z+2) (Sin rz cos TV 十 cos TT sin TV) ， 
(2.6.35) (zy)EeG=(0,1) x(0,1)， 
忒 一 0， (z, 切 Ee DG 


取 步 长 疡 = 大 = 1/64, 1/128, 作 五 点 差分 格式 . 用 Jacobi 和 迭代, Gauss-Seidel 欠 代 和 SOR 
友 代 ( 取 到 = 冯 opt) 求解 差分 方程 , 以 前 后 两 次 重合 到 小 数 点 后 四 位 的 迭代 值 作为 解 的 近似 , 
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比较 三 种 解法 的 和 代 次 数 以 及 差分 解 wn (z,y) ( 疡 = 1/64, 1/128) 与 精确 解 


ff(T 十 y) 


ffT,V) 一 6 sin TZ Sin TV 


的 精度 . 
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SOR 法 虽然 比 Jacobi 迭代 有 了 高 一 阶 的 敛 速 , 但 对 应 用 来 说 (比如 在 油田 
开发 计算 中 ) 仍然 是 不 够 的 . 本 节 介 绍 一 类 有 更 高 剑 速 的 隐 式 和 迭代 法 一 一 交替 
方向 迭代 法 . 


考虑 边 值 问 题 
(2.7.1) 二 
4 一 0, 当 z=0,1 或 y=0,1 
的 五 点 差分 格式 
14 十 1 一 2Ui 十 也 一 1 7 zi ,十 1 一 2 十 Vi,7 一 1 有 


历史 上 第 一 个 交替 方向 迭代 法 是 由 Peaceman 和 Rachford 于 1955 年 提出 

的 . 先 定义 矩阵 五 ， 和 工 ?. 对 向 量 = {uii}, 令 

(Zi 一 《一 由 -1 十 2 一 ui+H1i AN， 

(了 22)i 三 (一 好 -1 十 2uii 一 ai)AN 

(了 ju) 麻 王 ( 卫 1U)i 十 ( 卫 214)i， 
则 可 将 (2.7.2) 写成 

卫 jh 也 王子 1 十 也 2 一直 ， 

其 中 了 = { 方 }. 于 是 Peaceman-Rachford 迭代 (简称 PR. 友 代 ) 为 : 
(2.7.3)1 te(k 二 去) 一 We(k) 一 Tk{( 厂 1az(k+ 却 ) 十 了 2utk) 一 下 )， 
(2.7.3)> ”wk+D1) 一 awk+ 二 ) 一 关 (Ziw(k+ 志 ) 十 克 2u(k+l) 下)， 大 二 0,1.， 


其 中 六 是 迭代 参数 . 按 层 合 并 , 得 


(2.7.3)2 ( 工 十 克也 2)u(k+1) 一 (一 伙 碟 )ae(k+ 坪 ) 十 六 天 . 
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由 we) 到 w(k+l 只 需 交 替 解 两 个 具 三 对 角 系 数 阵 的 方程 (2.7.3)1 和 (2.7.3)2, 这 
不 难 用 消 元 法 实现 (见习 题 2). 由 于 (2.7.3)1_。 交替 沿 zx 和 Y 方向 求解 , 所 以 称 
为 交替 方向 隐 式 迭代 法 . 

现在 研究 方法 的 收敛 性 和 迭代 参数 的 选择 . 显然 差分 解 凡 = {uiz} 满足 
(2.7.3)11，(2.7.3)2. 因此 迭代 误差 e = 必 一 满足 齐 方程 : 


(2.7.4): (T 十 交 开 1)etk+ 人 = (一 全 开 2)et9， 

(2.7.4)2 (T 十 从 2)e(k+l = ( 工 一 交 瑟 1)etk+ 坪 )， 

取 六 > 0, 则 左 端 矩 阵 有 首 . 消去 过 渡 层 etk+2), 得 递 推 式 : 
e(k 十 ]1) 一 Tetb) 一 一 二 站 本 汪 - 一 - 了 了 1 = The(0)， 


本 三 (IT 十 从 世 2)-1(T 一 六 ET 十 从) 一 (7 一 大 五 2)， 太一 0,1,.… . 


由 86 例 6.1, 可 知 矩 阵 已 ,Za 有 相同 的 特征 向 量 vt = {oi” 


om = sinlirh sinmjrh， mi 了 一 1 2 一 1 


相应 的 特征 值 依 次 为 
4 sin2 LT 4 本 72TT 刀 
九 ? 2” jh2 2 


于 是 居 和 2 的 乘积 可 换 序 , 从 而 人 是 对 称 和 矩阵 , 其 特征 值 


《 一 4Tk 太 -2 sin? zh) (4 一 屿 一 sin2 5 ) 


三 *。， 了 。 只 
(4 十 47Tk 关 -2 Sin tm ) (4 十 4Tk 岂 -2 sin ma ) 
L 人 一 1 2 ,AN 一 |， 
这 样 ， 
大 
(2.7.6) lew+9l < TS- le = max 工 IIAeslilecl 
4 7 一 0 


我 们 的 目的 是 选 王 () = 0,1,…… ,大 ) 使 右 端 取 极 小 . 精确 求 九 是 不 可 能 的 , 只 能 
近似 求解 . 
(i) 单 参 数 情形 . 此 时 六 = 7. 令 由 =47/ 妇 , 选 凡 使 











一 AT 
IaxX 一 min， 
a<z<b | 1] 十 及 了 
其 中 
Q 一 Sin mi 洲 一 cos? Te 
作 过 2 


:96 . 第 二 章 ”椭圆 型 方程 的 有 限 差 分 法 


因 刀 > 0, 数 (1 -Apztti+pnz)-1 关于 xz 递减 . 又 对 固定 z > 0, 现 数 (1 一 Apz)(1+ 
Anz)-1 关于 记 递 减 . 故 应 选 六 使 (1 - pz)(1l +Az)-1 在 区 间 [o 世 的 端点 绝对 值 
相等 符号 相反 , 即 

















二 一 AH 1 一 pa ” 工 一 尼 
blI+Hhrl 1+ha 1+ 且 
由 此 解 得 
(2.7.7) Hopt 一 (ab) 一 =， 
1 
(2.7.8) 十 韦 5 (sinrh) 
此 时 
1 2 
2 ] 一 tg 二 TXT 
和 DO 
max | 和 im| 三 人 一 一 -一 
popta 1 十 谨 57 
] _ si 
一 下 六 一 0， 
] 十 Sin T 刀 
1 一 Sin T 太 
了 ) 三 一 卫 一 一 一 一 人 ~ 
人 1 十 sin ja 0 


敛 速 和 SOR 方法 相同 ( 见 (2.6.34)). 
(ii) p 个 参数 情形 . 选 参数 由 = 4rkh-2, 大 = 0;1 ,pp 一 1 使 


czEb |。 








对 区 间 [ce, 引 作 分 割 : 
Q 一 名 < 和 < 和 < 印 -1< 印 三 六 


节点 失 待定 . 显然 , 对 WwW =0,1…,p 一 1 























到 一 1 

1 一 1 一 人 一 

(2.7.9) ITIaX ][ 乏 ax “| 二 一 尾 一 咎 四 
aszs&b| 六 20 工 十 MkT|  -1SzSek | 十 AK-1Z 
按 人) 求 内 Kx-il 使 
1 一 HKkZ 
max 一 mi 
Ek_1 和 rz&RSk | 1 十 凡 KZ 
由 (2.7.7), Ak-1 三 ( 怀 -16) 一 主 ， 相应 的 
1 一作 -| _ 工 一 (人 -1 全 六 


IRIX 
Ek_1ISzSt6k | 1 十 HK-17 








1 十 ( 泉 -1/6) 
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今 选 节点 人 (大 一 0， 玫 ,也 )， 使 


1 一 (-i/6) 二 
1 十 ( 朱 -1/ 对 ) 


p 为 一 与 上 无 关 的 待定 系数 , 由 此 解 出 


] 十 1 十 P 
ce={(1 六 2) 6 (六 2 也， 太一 1, 2…… ;了 





特别 = 包 =(1+p)2(1-p)-2pa. 而 oa= sin2 瑟 六 一 coS? 了 所 以 


(2.7.10) =n(2 人 有 (ee 台 ) /二 ， 
十 


轴 庆 





1 十 p 
和 
取 定 p 和 参数 
有 四 1 玉 2K 一 1 
2.7.11 FE 二 (了 2 ) 
人 ) /154-1 三 (如 -1 台 ) 下 
肪 2 j2 71 一 0 一 
nm-= 广 Ai= 五 全 2) ) 外 一 1 2 2， 


循环 用 参数 m,m,…… ,ml 作 PR 和 迭代. 由 (2.7.5),， (2.7.6) 和 (2.7.9), 每 循环 一 
次 , 初始 误差 缩减 po2 倍 , 因此 平均 敛 速 








1，1+p IT[ 刀 
二 2 __ 
(2.7.12) 及 PR 一 (一 inp )/p= 2 1 7 
5 二 =O (on 
1 一 ] ]n 一 -一 一 一 人 并 
WE O | ln 六 六 一 0 


p 应 该 选 成 使 上 式 右 端的 因子 In0l + pj(1 - p)-! 取 最 大 , 为 此 p 应 满足 
-=(1+p)/L-p, 从 而 p= V2-1, 故 最 大 敛 速 


2 1 
2m-(v2-1 > = 口 (ioe 辣 人 


lm 4。 jn 一 
2 TL 及 


比 SOR. 的 伍 速 (RsoR ~ 2rjh) 有 实质 性 改进 . 

在 以 上 的 推导 中 , 用 到 和 矩阵 忆 ; 之 间 乘 积 可 换 序 的 条 件 , 这 当然 是 苛刻 的 . 实 
际遇 到 的 问题 不 满足 交换 性 条 件 (例如 区 域 非 乘 积 型 ), 只 好 选取 近似 参数 . 关于 
卫 1, 卫 2 不 可 交换 时 的 交替 方向 迭代 法 , 在 [32] 的 第 七 章 及 其 评注 中 有 讨论 . 





(2.7.19) RpR = 一 
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习 题 
1. 在 交替 方向 迭代 (2.7.3) 中 , 假定 矩阵 工 :+, 荆 > 对 称 正 定 但 乘积 不 必 可 交换 , 试 就 单 参 
数 闪 =T>0 证 明 方 法 收敛 并 确定 最 佳 参 数 . 
2. 设 有 方程 组 
一 QiUi_LI 十 Di 一 Citi+1 一 二 二 12 AN 一 1 
4 VN 一 (U 
忆 关 0(=1,2……，,N--1), 试 导出 下 列 求解 公式 : 


CC 天 


上 
有 三 ER ,0 
GK 十 QRUK-1 
证 三 人 
大 区 0 ( ) 


2 杂 三 DiHI+VUWN 一 0 = 一 LN 一 2……，1). 
3.( 实 习题) 用 PR 法 求解 $6 的 实习 题 3 


Au = 2r2(sin xz cosry 十 cosrzsinrgy)jertz+y, (zy)e 已 = (0,1) x(0,1)， 
忒 一 0,(z,y) E oOR. 


其 精确 解 为 w(z,z) = ex(tz+y) sin rzsin zy， 取 步 长 六 = 大 = 1/64,1/128, 作 五 点 差分 格 


式 . 用 单 参数 和 双 参 数 PR 法 解 差 分 方程 , 近似 到 小 数 点 后 四 位 . 与 SOR. 法 比较 精度 和 迭代 
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共 斩 梯 度 法 是 一 种 无 需 选 松弛 因子 的 迭代 法 . 如 果 计 算是 精确 的 , 则 经 有 限 
步 (不 超过 方程 组 的 阶 数 ) 就 可 求 到 精确 解 , 所 以 也 是 直接 法 . 但 计算 中 的 伟人 
误差 是 不 可 避免 的 , 迭代 收敛 可 能 很 慢 , 故 这 一 方法 有 一 段 时 间 未 受 重视 . 到 20 
世纪 70 年 代 , 由 于 采用 预 处 理 技 术 , 共 斩 梯 度 法 已 成 为 求解 稀 朴 矩阵 方程 的 有 
效 算法 . 


8.1 ” 共 斩 梯 度 法 


经 典 的 共 斩 梯 度 法 已 在 “数值 代数 ”教程 中 讲 过 , 这 里 只 列 出 计算 过 程 和 结 
果 (参看 回 ). 设 有 对 称 正定 系数 矩阵 的 N 阶 方程 组 : 
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用 共 配 梯度 法 求解 (2.8.1) 的 步骤 如 下 : 取 初 值 wo , 计算 


(2.8.2) p(0 一 r(0) = 了 一 4u(0)， 
(Ptm)， rtm)) 
Up 
um+Il) 一 wm) 二 apD(m)， 
rtmt+l 一 7(m) -av ApGm)， 
(PT 7r(m+D1T)) 
人 
PCmn+Il 一 7(m+l) 十 BoD(m)， 


CQm 


Im 二 12 ,AMf. 若 计算 是 精确 的 , 则 有 M < 六 使 wyY) = vw, 是 (2.8.1) 的 解 . 
按 (2.8.2) 决定 的 两 组 向 量 4, pt 有 下 列 性 质 : 


(2.8.3) (r@,rG)) = 0， 天 旋 
(2.8.4) (p6 ,4pO)) 一 0， 1 关 沁 
(2.8.5) (pt,r)) 一 0，1< 记 
(2.8.6) (Pt ,mrG)) 性 (Tt ,TO )， 二 
(2.8.7) (rt 4pG) = (p 人 ,4p0D)， 
(2.8.8) (r 忆 ,hpG)) = 0， 1 天 省 了 十 1 
设 4 的 特征 值 为 

0<Al 所 和 所.… .所 入 N， 

则 4 的 条 件数 
Cond(4) = Av/N. 
第 mm 次 友 代 wm) 有 误差 估计 : 
X 一 VAN 

2.8.9 um) 一 4A 芒 2 ( 之 】 tu 一 (0) 
(2.8.9) | ls<2 yy 丰 | 1 la 


VCond(4) -1N 
(RE 林 上 ~” 虹 


此 处 lzlla = V(4z,z). 为 使 误差 缩减 成 初始 误差 的 es (> 0) 倍 , 应 取 mm 使 


1 2 
之 二 = 
?7 之 了 V Cond(4) -= 
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将 共 斩 梯 度 法 用 于 五 点 差分 格式 (2.6.9), 则 





4 2 
Cond(4) ~ 二 72， Cond(4) ~ 二 
CR 
叹 二 
足见 敛 速 与 SOR 法 同 阶 . 


8.2 ” 预 处 理 共 斩 梯 度 法 


为 了 提高 敛 速 , 克服 数值 不 稳定 性 , 需 对 和 矩 阵 4 作 预 处 理 , 减 小 问题 的 条 件 
数 , 然后 用 共 罗 梯 度 法 求解 , 这 就 是 预 处 理 共 斩 梯 度 法 . 
取 某 一 对 称 正 定 矩 阵 吾 , 将 (2.8.1) 化 为 


(2.8.10) -14u = 一 帮 . 

邻 

例证 及 = 万 -4 刀 - 主 让 = 万 wu， 了 = 王 帮 ， 
将 (2.8.10) 写成 

(2.8.12) 4 二 = 玫 


此 时 肥 仍 为 对 称 正定 矩阵 . 若 经 (2.8.11) 变换 后 的 4 满足 
Cond(4) << Cond(4)， 


则 称 如 此 的 吾 为 4 的 预 处理 璐 (Preconditioner). 
将 共生 梯 度 法 用 于 处 理 后 的 方程 (2.8.12), 得 到 一 套 和 (2.8.2) 平行 的 计算 公 
式 , 只 需 将 所 有 向 量 和 矩阵 4 都 戴 帽 人. 然后 用 两 套 变量 间 的 关系 


二 (mm) 二 互 we(m)， 天 (mm) 轴 一 2(20 ， 研 同 ) 二 刀 zDp(m)， 
及 = 甩 - 二 4 妃 - 二 ,天 一 号- 下 


并 引进 变量 


4 (m) -好 -1r(m) (2) 一 (mi) 
(2.8.13) 5 互 - rt 或 s 条) 
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则 得 到 关于 vt 的 计算 公式 : 取 初 值 wt0), 计算 


(2.8.14) pt0) 一 7(0) 一 了 一 4u(0)， 

(2.8.14)2 s(0) = 万 -1rt0)  ( 瑟 s(0) = m(0))， 

(2.8.14)4 ttm+1D 一 WO 十 comiDpt)、 

(2.8.14)5 人 (mm+1) 一 人 (rn) 一 am 4Dp0m)， 

(2.8.14)6 s(m+1) = 一刀-1r(m+1) (至 stm+1) 一 (m+1))， 


(7 9 
(2.8.14)g PCm+1l) _- St{ra+1) 二 加 D(70) 


(2.8.14)7 D， = 


与 (2.8.2) 比较 , 预 处 理 共 斩 梯 度 法 多 了 一 步 (2.8.14)6, 若 预 处 理 器 吾 使 如 stm) = 
rtm) 易于 求解 , 则 实现 (2.8.14)6 的 工作 量 不 大 . 
注意 


上 本 一 二 | 人 = la 一 wa， 


看 Cond(4) << Cond(4), 则 预 处 理 共 斩 梯 度 法 的 敛 速 将 显著 提高 . 问题 是 如 何 
构造 预 处 理 和 矩阵 吾 , 既 使 Cond(4) 明显 减 小 , 又 使 (2.8.14)6 容易 实现 . 迄今 已 
发 展 了 一 系列 有 效 的 预 处 理 技术 (参看 [11]). 

在 理想 情形 , 设 4 能 完全 分 解 为 4 = 了 工 U, 其 中 工 和 LU 是 下 三 角 和 上 三 角 
和 矩阵 , 则 可 取 吾 = 工 DU, 此 时 吾 -14 是 单位 矩阵 , 条 件数 达到 极 小 . 在 一 般 情 形 ， 
可 将 4 作 不 完全 分 解 : 


(2.8.15) 4 二 互 十 尽 


其 中 瑟 = 工 DFT,DD 是 对 角 阵 , 荆 是 下 三 角 阵 ,LT 是 工 的 转 置 ; 如 是 剩余 矩阵 
(假定 在 某 种 意义 下 较 小 ), 如 此 的 吾 可 取 作 预 处 理 阵 . 实现 不 完全 分 解 (2.8.15) 
的 方案 很 多 , 现 以 五 点 差分 格式 为 例 介 绍 由 Meijerink 和 Vorst 提出 的 不 完全 因 
子 分 解法 ([1H]) 

将 差分 方程 (2.6.27) 按照 由 左 到 右 ， 由 下 到 上 的 次 序 排列 ， 并 作 统 一 编号 
是 一 区 卫 三 过 人 网 格 曲 数 用 回 量 凤 一 (2U1; UV2;…， > 表示 ， 4 是 相应 的 系数 和 窍 阵 . 若 
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更 设 4 对 称 , 将 (2.6.27) 写成 : 


(2.8.16) (4u)n 一 an-Nintn-N 十 ar-lntn-1l 十 Qnrntun 十 
QGmn nl1Wn+1l 十 Qnin 二 NUn+N， 
nn 一 12...M (UM=(N-1LD)3); 
ai =0 当 J<0，oaoj=0 当 ]> M. 


矩阵 4 的 非 零 元 素 分 布 在 五 个 斜 对 角 线 上 , 如 图 8.1(a); 差分 格式 的 网 点 系数 分 
布 如 图 8.1(b). 





图 8.1 


一 个 最 简单 的 不 完全 因子 分 解法 是 取 互 为 4 的 二 对 角 阵 : 


211 CI12 0) 


CI12  C22 
加 一 


0 本 QAf 一 1,AM 


CQAf 一 1,AM QAM;ATf 


用 消 元 法 对 瑟 作 工 , CU 分 解 . 
更 常用 的 是 按 Meijerink-Vorst 的 方法 对 4 作 不 完全 因子 分 解 . 取 = 
diag(di,dz,…… ,dxw), 厂 为 单位 下 三 角 阵 : 


(2.8.17) (工人 )n 一 Un 十 六 -1nUn 一 1 十 tn N num 一 用 ， 


jn=0 当 7E&0. 工 的 结构 如 图 8.2, 其 中 非 零 元 素 的 分 布 和 4 的 下 三 角 阵 相同 ， 
但 数值 待定 . 由 (2.8.17) 知 


(2.8.18) (五 总) 一 Un 十 jn n+ltun+l 十 in+NMnTN， 
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图 8.2 


于 是 


( 感 也 un = du(un 十 1nn+ltun+l 十 inn+Ntn+N)， 
(2.8.19) (LODIE au)) = (DIEIuw) 二 jin( DIETIuw)n ii 二 1 _Nn(DITuw)。N 
= (dm 十 加 -lin_ln 十 加 -Nin-Nnjaun 十 
dn(1n n+luwn+l 十 In n+Nuwn+N) 十 
dhn -lin -ln(un-l 十 n-1n+N-lzn+N-1) 十 


dmn -Nin- Nmntwn 一 六 下 加 -Nin- N+1Un 一 N+1) 


和 矩阵 工 DFET 每 行 可 能 有 七 个 非 零 元 素 , 如 图 8.3(a), 相应 的 差分 算 子 的 结构 如 
图 8.3(b), 多 了 右 下 角 和 左上 和 角 两 个 相关 节点 . 令 (2.8.19) 中 wun+riunsrw 的 





(3) (b) 


系数 与 (2.8.16) 的 相应 系数 相等 (由 对 称 性 可 推出 w_i,un-x 的 相应 系数 也 相 
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等 ), 则 得 

(2.8.20) cn 一 Qnn 一 1 一 人 邑 一 12， AT， 
(2.8.21 ) 和 一 本 作 一 |， 2， 人 ,AT 一 1 

(2.8.22) fn n+N 人 入 一 2， Re ,AI 八 ， 


其 中 必 =n=0, 当 7 和 0iawj=lnij=0, 当 7> M 

如 上 确定 的 妃 = 工 DZT 就 是 所 需 的 预 处 理 阵 ， 显然 矩阵 吾 容易 计算 . 大 
量 计算 表明 , 妃 -14 的 条 件数 比 4 的 条 件数 有 很 大 改善 . 需 指出 的 是 , 如 此 做 的 
分 解 4= 吾 + 尽 对 应 一 种 “ 强 隐 式 返 代 法 ”: 


再 wm+1 = 一 尺 wtm) 十 玫 





或 
(mm 十 1) 到 一 玉 -1LRRutm) 二 刀 -1F 


实际 上 , 每 一 种 迭代 都 对 应 4 的 一 种 不 完全 因子 分 解 , 所 以 也 提供 一 种 预 
处 理 共 和 梯 度 法 . 近年 发 展 的 用 对 称 超 松弛 法 ( 见 86 注 ) 建立 的 预 处 理 共 斩 梯 
度 法 就 是 一 种 有 效 的 算法 (参看 [19]). 
习 题 
(实习 题 ) 求解 边 值 问题 (86 的 习题 3): 
Au = 2r2crtz+y)(sin rr cosxgy 十 cosrsinry)，(z 力 E 尽 =(0,1) x (0,1)， 


4 一 0，{(z,y) E OPR. 


其 精确 解 为 w(z,y) = ertz+y) sin rzsin xy 取 步 长 彤 = 大 = 1/64, 1/128, 作 五 点 差分 格式 . 
用 共 斩 梯 度 法 和 预 处 理 共 斩 梯 度 法 解 差 分 方程 , 近似 到 小 数 点 后 四 位 . 与 SOR 法 和 PR 法 
比较 精度 和 迭代 步 数 . 


89 数值 例子 
用 差分 法 求解 边 值 问题 : 
一 Av =cos3zsinry， (rz,y) ECG = (0,T) x (0; 1)， 
中 (工人 三公 (了 二 三 和， 有 过 和 和 雪 1 
tuz(0,2) 三 WctT 玫 三 0， 0 和 1 和 1 
(精确 解 = (9+xm2)- lcos3zsinry). 


89 数值 例子 -105 ， 





1 


以 步 长 让 = 元 ,各 = 广 作 和 矩形 前 分 ,网 格 节点 为 zi = 坟 ， 力 = Ja 5 一 


0.1,... ,N. 差分 方程 为 


本 ( 1 一 224i 十 隔 一 1 是 ij 十 1 一 2214i 十 ii 一 1 
2 
户 1 12” 
2 


】 一 C08 92; SIiD TT2， 


边 值 条 件 为 


ui0 一 WiN 二 01 一 0 ,Ni 
u0j 一 2 和 = 一] 
ui 一 NI 一 1 N 一 1. 
求解 方案 : 依次 令 N = 4,8,16,32, 取 6 位 小 数 计算 . 
(一 ) 用 消 元 法 求解 , 并 就 (zi, j) = ( 世 2 ) ,1 了 一 1,2;3 处 列 出 差分 解 与 精 
确 解 ,如 表 9.1. 从 表 中 看 出 , 差分 解 随 网 格 步 长 减 小 趋 于 精确 解 . 


表 9.1 








0.045 481 












1/18 0.031 658 LOX10 
1/16 0.000 000 0.028 146 1.0 x 10-” 
1/32 -0.027 121 0.000 000 | 0.027 121 1.0 x 10-? 





0.026 498 0.000 000 0.026 498 
















0.064 319 0.000 000 0.064 319 1 区 0 
1/8 0.044 771 0.000 000 0.044 771 1.0 x 10-? 
1/16 -0.039 805 0.000 000 0.039 805 1.0 x 10-” 
1/32 0.038 356 0.000 000 0.038 356 1.0 x 10”” 










-0.037 473 0.000 000 0.037 473 



































-0.045 481 0.000 000 0.045 481 OO 
1/8 -0.031 658 0.000 000 0.031 658 1.0 x 10-? 
1/16 -0.028 146 0.000 000 0.028 146 EDUS 
1/32 -0.027 121 0.000 000 0.027 121 0 








-0.026 498 





0.000 000 0.026 498 





其 次 , 就 W = 32,， yy = 0.25,0.5,0.75 及 = 0,2,4,… ,30,32 夯 出 差分 解 曲 
线 . 如 图 9.1 实 线 为 精确 解 , 虚线 为 近似 解 . 

(二 ) 取 初 值 wo = 1 依次 用 Jacobi 迭代 法 ，Seidel 迭代 法 ，SOR 和 迭代 法 
(到 = 1.45), PR 迭代 法 ( 单 参数 ) 和 共 恩 梯度 法 解 差 分 方程 , 记录 迭代 步 数 . 结果 
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0 05 1 153 2 2S 3 35 00S$S 1 15 2 ?25 3 3.5 
(a)y = 0.25 (b)) = 0.S 





如 表 9.2. 从 中 看 出 Seidel 法 的 敛 速 确 为 Jacobi 法 的 二 倍 , 而 SOR 法 , PR 法 和 
共 斩 梯 度 法 较 Seidel 法 快 很 多 . 


表 9.2 


一 





第 三 章 ”抛物 型 方程 的 有 限 差 分 法 


椭圆 型 方程 描写 的 状态 (如 温度 、 电 位 等 ) 不 随时 间 +t 改变 , 称 为 驻 定 问 
题 . 现在 讨论 与 时 间 上 有 关 的 非 驻 定 问 题 . 驻 定 问题 可 看 成 是 某 一 非 驻 定 问 题 当 
一 oo 的 渐 近 状态 , 所 以 , 当 我 们 用 渐 近 方法 (例如 迭代 法 ) 求解 驻 定 问题 时 , 只 
关心 最 终 状 态 , 而 不 管 中 间 过 程 . 相反 , 非 驻 定 问 题 的 瞬时 状态 有 物理 意义 , 需要 
我 们 求解 . 在 考虑 偶 微 分 方程 的 数值 解法 时 , 注意 到 这 两 类 问题 的 联系 和 区 别 是 
有 益 的 . 本 章 和 下 一 章 分 别 讨 论 抛 物 方程 和 双 曲 方程 的 差分 法 . 


81 最 简 差 分 格式 


作为 模型 ， 
Du 
把 7 吉 
其 中 a 是 正常 数 ，f(z) 是 给 定 的 连续 呆 数 .按照 初 边 值 条 件 的 不 同 给 法 ， 可 将 
(3.1.1) 的 定 解 问题 分 为 两 类 : 

第 一 , 初 值 问 题 (也 称 Cauchy 问题 ): 求 具有 一 定 阶 偏 微 商 的 函 数 v(z,, 满 
足 方程 (3.1.1) 和 初始 条 件 : 


(311 .2) u(zZ;0) = 由 zz)， 一 co <Z<oco. 


第 二 , 初 边 值 问题 (也 称 混 合 问 题 ): 求 具 有 一 定 阶 偏 微 商 的 函数 v(z, 旭 , 满 
足 方程 (3.1.1) 和 初始 条 件 : 


(3.1.1) “十 jz)，0< 上 雪人 


(3.1.3)1 tw 人 (Z,0O) 三 办 Zi，0< 工 二 ! 
及 边 值 条 件 
(3.1.3)2 昌 (0, 和 三 铀 六 不 三 可 0 六 二 过 了 


假定 ffz) 和 4%(z) 在 相应 区 域 光 滑 , 并 且 在 z = 0,; 相 容 , 则 上 述 问 题 有 唯 
一 的 光滑 解 . 

现在 考虑 边 值 问题 (3.1.1), (3.1.3) 的 差分 逼近 . 取 空 间 步 长 疡 = !/J 和 时 间 步 
长 r=T/N, 其 中 小 N 都 是 自然 数 . 用 两 族 平 行 直线 zx = zj = (7 = 0,1… ，J 几 
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和 + 上 = 刀 =mr(m = 0,1…,N) 将 拖 形 域 C = {0 和 zx 和 00 入 和 IT 分 割 成 矩 
形 网 格 , 网 格 节点 为 (zhi 如) 以 Gn 表示 网 格 内 点 集合 , 即位 于 开 和 矩形 G 的 网 点 
集合 ; Cn 表示 所 有 位 于 闭 答 形 CG 的 网 点 集合 ; 六 = Gn - Gn 是 网 格 界 点 集合 
(参看 图 1.1). 





图 1.1 


其 次 , 用 好 表示 定义 在 网 点 (zi 名) 上 的 两 数 ,0 和 7 和 0 入 入 N. 与 第 
二 章 81 类 似 , 用 适当 的 差 商 代 替 方程 (3.1.1) 中 相应 的 偏 微 商 , 便 得 到 以 下 几 种 
最 简 差分 格式 . 

(一 ) 向 前 差分 格式 , 即 


untl am am 一 2 十 an 
(3.1.4)1 和 一 人 十 万， 
万 = 帮 zj)， 
(3.1.4)? 号 一 是 王 go) 三 好 一 0， 


其 中 7 了 = 12,…,J 一 1 =01,N-1 以 r=ar/ 妇 表示 网 比 . 将 (3.1.4)) 
改写 成 便于 计算 的 形式 , 使 第 ” 层 值 (上 标 为 ”) 在 等 式 右 边 , 第 ”+1 层 值 在 等 
式 左 边 , 则 得 


【全 下 寺 w+ 一 TU 十 (一 2r)i7 十 ru 十 7 居 


取 寻 = 0, 利用 初 值 u 一 9 和 边 值 起 = 好 = 0 可 由 (3.1.4)1 算出 第 一 层 值 2 
于 (3.1.4)4 取 = 1, 又 可 利用 刀 和 边 值 , 由 (3.1.4)1 算出 好 , 如 此 下 去 , 即 可 逐 
层 求 出 所 有 wy， 并 视 好 为 精确 解 v(zj 如) 的 近似 . 由 于 第 (n + 1) 层 值 通 过 第 
7 层 值 明显 表 为 (3.1.4)1, 无 需 解 线性 代数 方程 组 , 如 此 的 差分 格式 称 为 显 格式 . 
将 (3.1.4)4 看 成 网 点 (zj, 乌 ) 处 的 差分 方程 , 它 联系 第 (na + 1) 层 的 点 (zj , 妃 
和 第 ” 层 的 点 (zi 如) (zi 如 ) 及 (zi+ttn), 其 分 布 如 图 1.2 (a) 所 示 . 
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记 
OU B24 
了 一 元 QT 
中 十 ] 防 
nm 2 一 他 一 2207 十 了 
显然 截断 误差 
(3.1.5) Re (u) = 也 Pu(zi 如 ) [Zul? 
1 0? 
= -| 雹 -了 ( 品 ) 2 
= OU 十 力 )， 


B2 忆 


其 中 (有 ) 是 和 在 矩形 nj- 1<Z<ZIi+lt 如 <t<tn+l 中 的 某 点 值 . 


CD CD 
CD 鲍 


图 1.2 
(二 ) 向 后 差分 格式 , 即 
有 二 1 7 十 1 Dim++l Pa 十 1 
(3.1.6)， 7 - 2 四 17 二 1 0 十 了 ) 一 1 十， 
(3.1.6)2 好 一 后 一 9%(Z1)， 丰 = 好 =0， 
其 中 7J= 12…… ,JI--1=01…,NV--1. 将 (3.1.6)1 改写 为 
(3.1.6); 一 ru 十 (1 十 27)unt+l 一 ret 一 十 了 方 . 


令 半 = 0,12……， 则 可 利用 和 边 值 确定 好 , 利用 刀 和 边 值 确定 好 , 等 等 . 现 
在 第 (”+ 1) 层 的 值 不 能 用 第 ” 层 值 明 显 表 示 , 而 是 由 线性 代数 方程 组 (3.1.6)1 
确定 , 如 此 的 差分 格式 称 为 隐 格 式 . 我 们 指出 , (3.1.6)4 左 端 系数 矩阵 严格 对 角 占 
优 , 方程 总 是 可 解 的 . 将 (3.1.6)f 看 成 是 网 点 (zji, 如 +1) 处 的 差分 方程 , 它 所 联系 
的 网 点 分 布 如 图 1.2 (b) 所 示 . 
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邻 
久 1 
友 (2)um 人 一 好 20 十 1 
了 疡 2 
则 截断 误差 
(3.1.7) 形 ;) (u) 一 Ze(zit tr) 一 [也 ud 
1 人 7 忆 2 
= -| 专 + 引 ( 过 ) 十 O( 王 十 2) 
= Or 二 入)， 


D2 元 B27 
其 中 = 本 Bl2 在 和 矩形 了 一 1 委 了 扩 27 二 1 < t< 如 +l 中 的 某 点 值 . 
了 


(三 ) 六 点 对 称 格式 (Crank-Nicolson 格式 ). 将 向 前 差分 格式 和 向 后 差分 
格式 做 算术 平均 , 即 得 六 点 对 称 格式 : 


一 2 

| 

(3.1.8)2 三 杀 一 bp(21)， 轴 三 好 三 0. 

将 (3.1.8); 改写 为 

(3.1.8)1 一 =wnt+l1 十 (1 十 r)ustl 一 w+l 一 二 Un， 十 (1 一 了 )alx 十 二 1 十 了 方 
ee 省 1 了 人 了， 


利用 邮 和 边 值 便 可 逐 层 求 到 必 ， 六 点 对 称 格式 是 隐 格 式 , 由 第 ” 层 计 算 第 
(十 1) 层 时 , 需 解 线性 代数 方程 组 ( 因 系 数 矩 阵 严格 对 角 占 优 , 方程 组 可 唯一 求 
解 ), 它 所 联系 的 网 点 分 布 如 图 1.2 (c) 所 示 . 


人 
人 十 1 了 mn 十 1 Dom 十 1 仅 十 1 六 ”二 全 ws 妃 
也 (3) mn _ 也 2 四 Q 2 二 1 245 十 2 一 1 了 ji 十 1 2407 十 -| 
> 克 9 站 态 2 


R?(u) = Zu(z7h 如 ) - [Zu? 
于 (77， 如 + 二) [ 之 (n+ 5r) ) 展开 , 则 得 


(3.1.9) Ru) =O( 王 十 轨 ). 


81 最 简 差分 格式 , 111 . 


(四 ) Richardson 格式 , 即 


1 一 0 和 8 一 247 十 27 
(3.1.10) 人 人 二 性 ， 
或 
(3.1.10)” 让 一 27(u1 十 2 十 2-1) 十? 十 27 方 . 


这 是 三 层 显 式 差 分 格式 , 它 联系 的 网 点 分 布 如 图 1.2 (d) 所 示 . 显然 截断 误差 的 
阶 为 O(r2? + j2). 为 了 计算 能 够 逐 层 进行 , 除 初 值 好 外 , 还 要 用 到 二, 这 可 以 用 
前 述 二 层 差 分 格式 计算 (为 保证 精度 , 可 将 [0,r] 分 成 行 干 等 份 ). 

除 以 上 四 种 差分 格式 外 , 还 可 做 出 (例如 用 待定 系数 法 , 参看 第 二 章节 2.3) 
许多 盘 近 (3.1.1), (3.1.3) 的 差分 格式 , 但 并 不 是 每 一 差分 格式 都 是 可 用 的 . 衡量 

一 个 差分 格式 是 否 经 济 实用 , 由 多 方面 的 因素 决定 , 主要 有 : 

(1) 计算 简单 . 显 格式 无 须 解 方程 组 , 计算 较 隐 格式 简单 . 但 隐 格 式 (3.1.6) 
和 {3.1.8) 左 端 系数 是 与 mn 无 关 的 二 对 角 和 矩阵 , 这 相当 于 求解 许多 具 不 同 右 端 但 
有 同一 三 对 角 系 数 矩 阵 的 方程 组 , 用 消 元 法 有 许多 方便 . 再 考虑 到 其 他 因素 (如 
稳定 性 ), 隐 格 式 也 是 可 用 的 . 

(2) 收敛 性 和 收敛 速度 . 当 网 比 > 固定 , 步 长 六 一 0 时 , 差分 解 好 应 收敛 
到 精确 解 v(zji, 如 ), 并 希望 有 尽 可 能 快 的 收敛 速度 . 差分 算 子 研 的 截断 误差 的 
无 穷 小 阶 反映 了 Z 对 微分 算 子 工 的 通 近 程度 , 因此 可 以 期 望 ,截断 误差 的 阶 
越 高 , 差分 解 的 精度 也 越 高 . 六 点 对 称 格式 和 Richardson 格式 截断 误差 的 阶 是 
O(r2 + j2), 而 显 格式 (3.1.4)1 与 隐 格 式 (3.1.6): 是 O(r + j2), 故 从 截断 误差 方 
面 看 , 六 点 对 称 格式 和 Richardson 格式 有 更 大 优越 性 . 

(3) 稳定 性 . 在 计算 过 程 中 , 由 于 初始 数据 有 误差 , 并 且 不 可 避免 地 有 伟人 误 
差 , 因此 人 们 自然 关心 这 些 误差 传递 下 去 ,是 无 限 增长 还 是 可 以 被 控制 ?这 便 是 
稳定 性 问题 . 显然 ,只 有 稳定 的 差分 格式 才 是 可 用 的 . 

作为 例子 , 我 们 考察 Richardson 格式 的 稳定 性 . 由 前 面 知道 , Richardson 格 
式 是 显 格式 , 截断 误差 的 阶 是 O(r2 + 12). 但 从 稳定 性 方面 来 看 , 它 是 不 可 用 的 . 
用 ey* 表示 必 的 误差 , 假定 右 端 闻 的 计算 是 精确 的 , 则 e? 满足 与 (3.1.10)“ 相 
应 的 齐 方程 : 


(3.1.11) e7 = 一 27r(ej1 一 2ef 十 e1) 十 e?  ， 


设 误差 只 在 初始 层 的 原点 (7 = 0) 发 生 , 即 eg = bjos(e > 0;iboo = 1,610 = 0 当 
7 夭 0),ej = 0, 而 在 以 后 计算 中 都 是 精确 的 ， 则 初始 误差 的 传播 如 表 和 
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表 1.1 7=1/2 时 Richardson 格式 的 误差 传播 


31e 8g9e 31- | -ae 
| ae |- 
从 表 中 看 出 , 误差 随 oo(h 一 0) 无 限 增长 ,所 以 差分 格式 不 稳定 . 表 
中 的 计算 虽然 是 就 > = 3 进行 了 的 ,实际 上 对 任何 > > 0 都 有 类 似 现象 , 所 以 
Richardson 格式 恒 不 稳定 ， 
如 果 采 用 向 前 差分 格式 , 并 取 r = 5, 则 误差 方程 为 





1 
(3.1.12) ey 一 5(e?1 十 e7_1)， 


此 时 误差 逐渐 衰减 , 如 表 1.2 所 示 ， 显然 如 此 的 误差 传递 是 允许 的 . 若 限制 0 < 
r < 5 则 误差 仍然 衰减 ; 但 当 r > 5 时 , 误差 也 无 限 增长 ， 所 以 向 前 差分 格式 
是 条 件 稳定 . 

表 1.2 7= 三 1/2 时 向 前 差分 格式 的 误差 传播 





从 第 一 、 第 二 章 中 还 知道 , 稳定 性 不 仅 对 控制 误差 增长 是 重要 的 , 而 且 也 和 
收敛 性 有 关 , 因此 稳定 性 理论 在 数值 求解 非 驻 定 问题 中 占有 中 心地 位 . 


习 题 


1.( 实 习题 ) 就 > = 了 3 用 显 格式 (3.1.4)4 作 数值 实 验 , 观察 误差 的 增长 规律 , 并 说 明 


r = 五 时 稳定 , > = 3 时 不 稳定 . 
2. 将 向 前 差分 格式 和 向 后 差分 格式 作 加 权 平 均 , 得 到 下 列 格 式 : 
了 十 1 __ ，n 
(3.1.13) 一 一 一 = 志和 二 20 十 3)+(G 一 9(w3 一 2 好 十 好 让 
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其 中 0 < 9 < 1 试 计算 其 截断 误差 ， 并 证 明 当 9 = 
(O(r2 十 如)). 
3. 在 Richardson 格式 (3.1.10) 中 以 好 = (1 + ) 代入 左 端 , 便 得 Du Fort- 


Frankel 格式 : 


_ 二 时 ， 截 断 误 差 的 阶 最 高 
人 


WA 一 nt Un 1 一 2 一 0 十 人 
< __ 7 十 ] 了 了 本 一 了 
(3.1.14) 一 一 一 一 
试 求 其 截断 误差 . 
4. 设 有 通 近 热传导 方程 的 带 权 三 层 盖 分 格式 : 

3 十 】 用 1 一 ?一 1 mL 十 ] 一 2 型 十 1 ?十 1 
(3.1.15) (+g 写 一 全 -0 一 0 
其 中 6 > 0. 试 计算 其 截断 误差 , 并 证 明 当 8 = 了 + -5 时 ,截断 误差 的 阶 最 高 (D(r? 十 ja) 
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2.1 ”稳定 性 概念 
前 节 引 进 的 二 层 差 分 格式 , 均 可 几 和 矩阵 和 向 量 的 记号 表 成 
(3.2.1) 有 Un 一 五 Un 十 了 本 


其 中 Z = (如 =( 及 万 -4 和 号 是 (J--1)x(y 一 1 天 
阵 . 假定 4 有 道 , 并 令 


(3.2.2) 全 
则 可 将 (3.2.1) 化 为 
(3.2.3) LTnr+1 = CU 十 7TA-1 王 ， 


其 中 C 称 为 增长 矩阵 . 
例如 对 于 向 前 差分 格式 , 4 = 7((J- 1) 阶 单位 矩阵 ), 吾 =(1--2r)T+rS, 其 
中 


(3.2.4) 阁 二 


) EGR 
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必 C = (1-2r)T+rS， 对 于 向 后 差分 格式 , 4 = (1L+2r)T 一 7S, 已 = 工 放 

C 一 |(1 十 27)T- rS]- . 对 于 六 点 对 称 格式 , 4 = (1+r)T 一 58, 瑟 (1-mT+5S， 
人 9 六 

故 C= [E r) 工 -53| 芭 -7)+593| 


至 于 一 般 的 于 层 或 多 层 格 式 ， 总 可 适当 引进 新 变量 化 成 二 层 格 式 ， 例 如 
Richardson 格式 ,其 宁 阵 形式 为 


(3.2.5) LU7+1 = 27(S -27U7m 二 7 一 1. 


令 友 " = (Un,U-0T, 则 化 为 


(3.2.6) Wn+ = CT 
其 中 
[2 Cr 和 27( 9 攻 2 刀 ) 了 

了 OO 


我 们 仅 讨 论 系数 及 右 端 与 时 间 上 无关 的 方程 , 所 以 (3.2.1) 的 4, 妃 和 互 均 不 依 
赖 罗 但 4, 吾 可 依赖 步 长 六 我 们 要 求 六 之 间 满 足 一 定 关系 , 设 为 六 = 9g(7)， 
其 中 g(r) 连续 , 9g(0) = 0. 于 是 4 = 4(r), 互 = 万 (r),C = Cr). 

先 讨论 按 初 值 稳定 . 此 时 瑟 = 0， 


(3.2.8) 5 =Clriim =…=[Cr 
我 们 说 差分 格式 (3.2.1) 按 初 值 稳定 , 如 果 存 在 mm > 0 和 常数 六 > 0, 使 不 等 式 
(3.2.9) NE 下 =ITICO 区 人 和 天 IC 


对 一 切 Uue R7-10<r 和 mm 和 0<mr 和 7 成 立 . 这 里 上.|| 是 及 7-1 中 的 某 
一 种 范 数 , 一 般 取 


J 一 1 
HZ = ullo = >》 hai 
11 
显然 差分 格式 (3.2.1) 按 初 值 稳定 , 当 且 只 当 
(3.2.10) ||C (7F) 咱 乏 天 ,0<T 乏 Tm,0<mT 扩 了 


其 次 讨论 按 右 端 稳定 . 此 时 认为 初 值 没 有 误差 , 即 U9 = 0. 我 们 说 差分 格 
式 (3.2.1) 按 右 端 稳定 , 如 果 存 在 mm > 0 和 常数 入 > 0, 使 不 等 式 


1 | 和 天 | 到 
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对 一 切 0<r 和 mm 和 0<mnr 系 T 成 立 ,其 中 Un 是 下 列 方程 的 解 : 
(3.2.11) ITn+1l = Cr 十 774- IO = 0. 
反复 利用 递 推 式 (3.2.11), 得 
Un+l = Clr)Um 十 TA 一 
= Cr)j[C(r)Zm -1 二 7TA4A 一 下 十 rr4 一 下 
= C2(7)Um-1L 二 TC(r)A-IR TAR 
= C2(r)[C(r)EUm -2 +T4-IR] +rIC(r) 十 如 4 一 互 


=T[Cn"(r)+Cn"-I(r)+…+Cr)+ 玫 4-1P 
(注意 0 = 0) 设 | 4-1E 天 '， 又 差分 格式 按 初 值 稳定 , 即 存在 常数 开 ” 使 
上 C"(r)s 天 则 
上 BE? 后 | 世 (人 十 了 天 "天 2 到 开 天 下 “| 到 | 
取 天 = 了 工 玉 天 即 知 格式 按 右 端 稳定 . 
如 果 右 端 与 时 间 有 关 , 即 互 = 严 ", 以 上 推导 仍 成 立 , 只 需 用 sup |F"|| 代替 


上 述 不 等 式 右 端的 | 妃 ||. 总 之 , 若 14-1(rjll < 天 则 由 格式 按 初 值 稳定 可 推出 
它 按 右 端 稳定 . 为 检验 格式 按 初 值 稳定 , 需 检 验 不 等 式 (3.2.10), 即 矩 阵 族 


(3.2.12) TCM 0< 了 和 矶 ,0<VT 和 了 |} 


一 致 有 界 . 往 后 , 我 们 所 述 的 稳定 均 指 按 初 值 稳定 . 
2.2 ”判别 稳定 性 的 直接 估计 法 ( 矩 阵 法 ) 


判别 矩阵 族 (3.2.12) 的 一 致 有 界 性 是 一 个 困难 问题 , 只 在 某 些 特殊 情形 才能 
给 出 解答 . 


命题 2.1 (必要 条 件 ) 以 p(C) 表示 纸 阵 Cr)] 的 谱 半径 , 则 差分 格式 稳定 
的 必要 条 件 是 存在 与 了 无 关 的 常数 M 使 


(3.2.13) p(C) 入 1+MT (pp(C) 乏 1 十 OUT)). 
证 明 由 (3.2.10)， 


汪 : 
pr(CJ)<llcrll<K，0<ns 地 


“过 和， 
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不 妨 设 天 > 1 并 取 m = [=| (|= 表示 Tyr 的 整数 部 分 ) 则 
p(C) 和 Kx 入 KITT) =ersrinKsetror=1+Or). 


命题 2.2 | 若 C(r) 是 正规 矩阵 , 即 C 和 它 的 共 斩 转 置 C* 乘 
积 可 交换 : CC* = C*C, 则 (3.2.13) 也 是 差分 格式 稳定 的 充分 条 件 . 

证 明 因为 此 时 llC(r) = P(C), 由 (3.2.13)， 

|C rs 1ICGr)l =pC) 和 +AMT) 

和 (1 十 MT)r 和 下 < oo. 

推论 2.1 若 S 是 对 称 和 矩阵, C(r) 是 矩阵 8 的 实 系 数 有 理 函 数 : Cr) = 
BR(S), 则 差分 格式 稳定 的 充 要 条 件 是 

max | PE(A5 和 甩 1 二 Mr 


其 中 X 是 5 的 特征 值 . (只 需 注意 刀 (S) 是 实数 和 短 阵 8 的 四 则 运算 ) 
特别 当 S 是 形 如 (3.2.4) 的 和 矩阵 时 , 其 特征 值 


5 2 _ 加 
Aj 一 2cosjrh， 了 三 1,2……，7 一 1， 二 村) 


特征 向 量 Uz7 的 分 量 刀 = sin jKrh,k = 1,2,…. ,JJ 一 1 (参看 第 二 章 $6 例 6.1 及 
其 习题 1). 


例 2.1 对 向 前 差分 格式 (以 下 设 (3.1.3)> 中 的 1=1T,C = (1- 2r)7 上 +r5S， 
7 一 1 一 27 十 27rcosy7r 凡 一 1 一 4rgs 2 
为 使 1 | 志 1 十 Mr 或 


及 
-1-Mrgk)y =1- 杂 sin2 人 和 1+HMT 


必须 目 只 需 本 
人 <2+MT， 71=1L2.J1 


从 而 4r 和 2， rs =. 所 以 向 前 差分 格式 当 r 入 = > 时 稳定 ， 2 > 时 不 稳定 
例 2.2 后 差分 格式 , C = [(1 上 + 2r)TI 一 rS]” 


A9? = [(1 +2r) 一 2rcosjrh- = [1+2r(1 一 cosjrj)]: < 1， 
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故 对 任何 r > 0 稳定 , 即 恒 稳 定 或 绝对 稳定 ， 
例 2.3 对 六 点 对 称 格 式 ， 


c=[a+nI- | [a-Dr+zs]， 


2 
和 三 一 一， 71=12 .JJ 一 1， 
1+ 2rsin2 症 


故 对 任何 r > 0 有 |?| < 1, 因此 六 点 对 称 格式 恒 稳定 . 
例 2.4 对 Richardson 格式 ， 


二 2 站 ) | 
T O 


是 对 称 和 矩阵 . 设 和 为 C 的 特征 值 , 妈 = (wi,w?)T 为 相应 的 特征 向 量 , 即 CVW = 
入 VV, 或 
27(9 一 27)wl 十 wa 王 Xuol， wl = Xuo2， 


显然 wz 关 0. 利用 第 二 方程 消去 w, 得 
2AX7(9 一 2 了 )w2 十 ww?2 一 和 2， 


从 而 
入 


1 
sw = (2+ 二 -jw 


可 见 上 = 2+ 宇 一 是 8 的 特征 值 . 于 是 满足 方程 


X2 十 2r(2 一 JJA 一 1=0 (pn 2CoS JIT 岂 ); 
入 十 (ss 生 入 一 1= 0. 
其 根 的 按 模 最 大 值 


ITT 几 4 7T 九 


max(|》 | 六 |) 二 TaX 47 sin“ 7 十 167” Sin 本 十 电 
了 了 








>7 二 +VvV1+r2>1+r， 对 任意 > > 0， 


所 以 Richardson 格式 恒 不 稳定 . 
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例 2.5 带 第 二 边 值 条 件 的 回 前 差分 格式 : 


(3.2.14)1 机 =7TujH1I 十 (1 一 2r)7 十 2 了 三 1 2 了 一 1， 


(3.2.14)? 。 妇 王 0， 好 一， 


其 中 好 = 好 是 第 二 边 值 条 件 vc(1, 慷 = 0 的 差分 近似 . 利用 (3.2.14)* 消去 
(3.2.14)1 中 的 好, 则 知 增长 矩阵 


1 一 27 六 () 


7 1 一 2r 7 
忆 一 ER 一 了 一 7 只， 
() >” 一 27 
7 1 一 了 
其 中 
,| () 
--1 2 一 ! 
兄 = 让 
(0) --1] 2 一 ! 
一 1 1 


是 对 称 和 矩阵 ， 其 特征 值 入 是 实数 . 求 厂 的 特征 值 等 同 于 解 下 列 差 分 算 子 的 特 
征 问 题 : 


1ha 一 一 (ui+1 十 2-1) 一 (入 一 2)2， 了 三 12……… yy 一 1 to 一 0， 了 yJ 一 JJ 一 1， 
仿照 第 二 章 8$6, 以 由 = 2 代 和 人 上 式 ,得 zz 上 +( 入 -一 2)z+1= 0, 其 解 
2 为 = 了 (2 一 和 土 V 歼 外) . 


为 使 解 满足 左边 值 条 件 , 它 的 二 根 za, zz 不 能 是 实 的 ,而 是 一 对 共 恩 复 根 za = 
击 = el 且 cosg=1-2,sing= ~ 一人 .一般 解 为 轨 = clcosj 十 casin 入 
由 边 值 条 件 wo = 0uz = ur-l1 知 cl = 0sin.Jbg = sin(J 一 1 从 而 0 = 
(27 -1)r/(2J-1),p 的 特征 值 为 入 =2-2cosb, 即 





(27 一 1)r 
人 
-4ain2 (2 一 JJ 人 


2(2J -- 1) 


82 ”稳定 性 与 收敛 性 . 119 . 


所 以 C 的 特征 值 

9 一 1 一 4rsin? 用 产 Tr 了 =1,2,….,J 一 1 
为 使 |AXF| < 1 必须 且 只 需 ”> 和 5 又 因 C 对 称 , 故 格式 (3.2.14) 的 稳定 条 件 是 
7 入 本 


2.3 收敛 性 与 敛 速 估 计 
如 81, 考虑 热传导 方程 的 初 边 值 问题 : 


(3.2.15) 坟 


到 = 全 -oa5= Ho) 0<2Z<1I， 0<t 扩 了 
4uZ;0) = op(Z)， 4 人 0, 芭 一 2 轨 三 0. 
相应 的 差分 格式 为 


(3.2.16) Eee 了 一 12…，J 一 1， 史 一 01 和 一 1 
水 


一 二 mw Di 和 
2 一 %J， 20 一 27 三 0. 


其 向 量 形式 如 (3.2.3). 
差分 逼近 的 截断 误差 


(3.2.17) 尽 7 (Cu) 一 工 huU(Z1 tm) 二 [也 7， 


wz 让 是 0 和 <z 和 00< 和 ti 和 7 上 的 任 一 充分 光滑 郴 数 . 称 差分 算 子 Z 是 边 值 问 
题 (3.2.15) 的 相 容 逼 近 , 如 果 相 容 条 件 


(3.2.18) lim | 了 =0 (|RR=oUD) 


成 立 , 其 中 R" 是 分 量 为 R?(u) 的 向 量 ,省 .| 是 有一 ! 中 的 范 数 (参看 (2.1.10) 一 
(2.1.13)). 

先 对 差分 解 作 出 某 种 估计 . 将 (3.2.16) 的 解 分 解 为 好 = 好 上 +?, 其 中 中 满 
足 零 初 值 和 非 齐 右 端 方程 : 


Vn"L 一 Cr)Vn 二 T4-1R (YY0 = 0)， 
而 7 满足 非 零 初 值 和 齐 右 端 方程 : 


W"+ =C(r)Wn (W0 = TU70)， 
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其 中 Vn, W" 依次 为 以 好 ,un 为 分 量 的 向 量 . 若 差分 格式 按 初 值 稳定 , 则 亦 按 
右 端 稳定 , 于 是 有 常数 Ki 和 Kaz, 使 
几 YE RISE 天 zlwWo|| = 无 zl" 
这 样 
(3.2.19) Dll < 天 (Co + IEID)， 天 = max(Ka, K2). 


现在 估计 差分 解 的 误差 . 设 wz,b 是 热传导 方程 (3.2.15) 的 解 , vy 是 差分 
方程 (3.2.16) 的 解 . 误差 ef = uv(zj 如) 一 好 = 四 一 好 .我们 有 


Fu) 三 Zhu7 一 [LUW7 = Za 一 方 
= 环 ? 一 也 hay 一 .二 hey， 
即 误差 e” 满足 差分 方程 : 
The7 一 Ry(u)，e6=0， 了 =12… ,了 一 1.， 
由 (3.2.3) 知 其 向 量 形式 为 
1 一 Clr)B" +T4 严 "， 
这 里 吾 ", 尽 " 依次 为 以 ef, BR 为 分 量 的 向 量 . 由 估计 式 (3.2.19) 得 


(3.2.20) IE 和 天 sup|lR| 


若 相 容 条 件 (3.2.18) 成 立 , 则 
lim | 五 ?| 三 lim | lw 一 | = 0， 
7 一 0 T 一 0 


其 中 un 表示 以 w(zji 如 ) 为 分 量 的 问 量 . 这 证 明了 如 下 

定理 2.1 若 差分 方程 满足 相 容 条 件 ， 且 按 初 值 稳定 ， 则 差分 解 收 仇 到 热 传 
“ 导 方 程 的 解 ， NE (3.2.20). 

推论 2.2 当 网 比 r 芯 < 了 时 ,向 前 差分 格式 的 解 有 收 伊 阶 O(r 十 碾 ). 对 任何 
网 比 7 > 0, 向 后 差分 格式 的 解 有 收敛 阶 O(r 十 记 ), 六 点 对 称 格 式 的 解 有 收 伊 阶 
O(72 十 尹 2). 


[ 注 ] 实际 上 , 定理 2.1 及 其 证 明 对 更 一 般 的 非 驻 定 偏 微分 方程 和 差分 格式 也 
成 立 (参看 [28] 的 第 3 章 ). 


” $3 Fourier 方 法 ,121 ， 


题 
1. 求证 差分 格式 (3.1.13) 当 ; < 0 芭 1 时 便 稳 定 , 当 0<b< 时 稳定 的 充 要 条 件 是 


史 


r 文 1/2(1 一 20)， 


2. 证 明 如 下 格式 恒 稳 定 : 
1 有 54- 1- 光 ， 
12 下 如 了 12 T 

四 1 __ 2 下 和 十 UIH1 一 247 十 U_1 

加 2 


(3.2.21) 





(a > 0). 
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前 节 介 绍 的 判别 稳定 性 的 直接 估计 法 , 原则 上 可 用 于 一 般 非 驻 定 问题 , 但 只 
在 某 些 简 单 情 形 才能 估计 和 矩阵 族 C"(r) 的 范 数 , 这 里 遇 到 的 主要 困难 之 一 是 矩 
阵 C(r) 的 阶 (W-1) 随 r 一 0 而 无 限 增 大 . 本 节 仅 限 于 讨论 常 系数 线性 非 驻 定 方 
程 的 纯 初 值 问题 和 带 周期 边 值 条 件 的 混合 问题 , 此 时 可 用 Fourier 方法 (Fourier 
积分 和 Fourier 级 数 ) 将 空间 变量 和 时 间 变 量 分 离 , 从 而 将 偏 微分 方程 化 为 常 微 
分 方程 , 然后 再 讨论 解 的 适 定性 . 本 节 将 Fourier 方法 用 于 相应 的 差分 方程 , 得 到 
右 干 便于 应 用 的 判别 稳定 性 的 代数 准则 , 

先 考虑 线性 常 系数 一 维 抛物 型 方程 , 具 初 值 和 周期 ( 设 周期 为 1) 边 值 条 件 . 
通 近 它 的 二 层 差 分 方程 的 一 般 形 式 为 


(3.3.1) mit 一 >》， bn ww， 了 一 0,1 ,JJ 一 1 
IE 人 AM miE.NVO 


(只 考虑 按 初 值 稳定 , 故 可 设 非 齐 项 等 于 零 ) 这 是 在 空间 网 点 z; 处 的 差分 方程 
-. 掉 和 . 是 包含 0 及 其 附近 的 正 负 整数 的 有 限 集合 , co。 和 bw 不 依赖 了 但 可 
能 和 > 有 关 . 例如 对 向 前 差分 格式 


i2 十 1 __ 隐 __ 隐 也 . 
4 一 TU 十 (1 一 27)u7 十 TU-1， 


-1 一 { 一 1 0,1)}， 三 人 上 人 多 bo 三 1 一 27， CE 一同 
对 回 后 差分 格式 


爷 十 1 于 十 1 了 十 1 __” 了 
一 rUi+1 十 (1 十 2r)a 一 ru-1 一 1 


.W={0}，.h ={-10,1}，b=1，oa-i=oal=-r ao=1+2r 
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对 六 点 对 称 格 式 
亿 人 亿 刀 
一 了 十 (1 十 ru 一 It 5 二 45-1， 
。 击 王 .从 一 { 一 1,0,1}， b_1 = 六 = 7 bo 一 1 一 7， Q-1 一 Q1 = -7 ao 三 1 十 7. 


由 于 是 周期 边 值 条 件 (好 = 好 )， 故 可 将 好 周期 开拓 使 其 对 一 切 7 = 
0, 士 1 有 意义 , 且 方 程 (3.3.1) 对 所 有 整数 7 成 立 ， 为 了 应 用 Fourier 方法 ， 
我 们 再 将 好 = w" (zi) 开拓 为 (--oo,oo) 上 的 w"(z).， 为 此 , 取 半 整数 点 zj++ = 
ji 二 27 = 0, 士 1……， 并 用 如 下 阶梯 函数 通 近 初始 函数 dzj: 

udu(z) = 2(zi)， 当 ZJj- 二 < 了 <Zj+gti 
其 中 7 = 0, 士 1 …. 再 将 (3.3.1) 看 成 在 任 一 zj = ze (-co, oo) 成 立 , 则 得 具 连 
续 变 量 的 差分 解 刀 (z). 显然 v"(z) 仍 是 z 的 周期 函数 (周期 为 ), 且 


2 (Z) 一 7 当 zj- <Z < Zi+ii 


其 中 7 = 0, 士 1,….、 显然 wn (z) 于 (0,)) 平方 可 积 , 因此 属于 空间 Z2 (0,1), 其 
范 数 


[ 
九 |2 到 咏 2 
lunl2。 人 lun (zjjPdz 
此 外 还 有 


J 一 1 JJ 一 1 
Im = 并 Mo? = hu?)2+ 3t(u8)2 +(o) 
7J=0 和 1 


[ 
人 lun(z)l2dz = |lun(z)ll2 
这 样 , 我 们 就 可 将 Fourier 方法 用 于 具 连 续 空 间 变 量 的 差分 方程 


(3.3.2) Un (十 Zm) 三 oz 十 2 
mazEu 人 性 mcEp 
将 wm(z) 展 成 Fourier 级 数 : 
区 .2DT 

(3.3.3) 人 (2Z) 一 ， VP eXP (到 = 

D 一 一 co 

1 
(3.3.4) Vp 一 > 下 &(T) exp (一 >) QZ， 少 王 0, 士 1, 避 守 的 
0 


我 们 有 Parseval 等 式 : 
(3.3.5) llw"(z)lz = 7 | 


P 一 一 oo 
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把 (3.3.3) 代 到 (3.3.2), 得 


De 
.2DT .22DT 
屎 十 1 
(3.3.6) 汪 am exp ( 哇 =) exp (到 
Dp 一 一 oc 7TmnE./M 


es .2 于 
一 也 ty 了 bexp (至 -| exp (到 =) 
比较 对 应 项 的 系数 , 得 
(3.3.7) o 一 CDh7)vp， 
其 中 
~1 
(3.3.8) 。” CG(ph,7) = armexXPp (2 bmnexPp 全 


TaE。 人 性 mc 如 





将 (3.3.7) 代 到 (3.3.5), 则 


(3.3.9) llun(z)ll22 = 》 1G(hr)og = >》 1G"(h Top 


D 一 一 2o 了 三 一 Do 


若 差分 格式 稳定 , 则 有 常数 天 >0 使 
lur(z)ll22 一， >》，|G"(phr)op < Lv (z)|- 
D 一 一 co 
由 于 阶梯 函数 类 fuo(z)} 于 二 (0,7) 稠密 , 取 va(z) 使 ||wo(zjllzz = 1 其 Fourier 
系数 = lzo=0 当 gg 头 p. 则 由 上 式 得 
(3.3.10) |G"(pjh,7)| 入 天 0<T 和 mm，0<7TT 泉 了， 
即 G"(ph,r) 一 致 有 界 . 反之 , 若 G"(ph,r) 一 致 有 界 , 则 由 (3.3.9) 得 


(3.3.11) |lur(z)ll22 和 天 2 >》 lo8 枯 一 天 ?uc(z)| 公 >， 


p 一 一 co 


从 而 差分 格式 按 初 值 稳定 

往 后 我 们 称 G(ph,r) 为 增长 因子 (Amplification factor), 不 妨 设 开关 1. 显 
然 不 等 式 (3.3.10) 又 等 价 于 |GLpju7j| < Et 取 m = | 了 | (到 整数 部 分 ), 风 
> 区 太一 一， 所 以 |G(ph,r)| 乏 天 症 7 入 exp ( 郑 -mk)， 于 是 


(3.3.12) IG(ph, r)| 和 1+ Mr 
上 和 式 也 称 为 von Neumann 条 件 . 综合 上 述 , 我 们 得 
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命题 3.1 差分 格式 (3.3.1) 稳定 < 全 Gn(Dh,T) 一 致 有 界 < von Neumanrin 
条 件 (3.3.12) 成 立 . 


注 3.1 注意 (3.3.8) 中 矶 = z 是 空间 网 点 , G(zn,7) 关于 zp,r 连续 , 关于 
zp 是 以 1! 为 周期 的 函数 , 所 以 只 需 就 p = 0,1,…… ,JI 一 1 研究 G"(zp,r) 的 一 臻 
有 界 性 , 此 时 zo =0< zi<.…:<zJ-1<1/. 

注 3.2 增长 因子 的 计算 . 以 Fourier 展 式 (3.3.3) 的 通 项 
(3 要 ) exp (iaz7) 人 (a = 2pDT/ 1) 
代 到 (3.3.1) 两 端 , 得 


Un 二 1 》 am SXD(iow 直 全 ” 》 bw exp (ia 二 7 
1 从 TEL 如 


消去 公 因子 ec”…, 即 得 


-1 
Un+1 一 am exp Gomn)| 和 bn exp Geaa)| ?7 


mmaE. 作 ?EM 


wu 前 面 的 因子 就 是 增长 因子 G(zh,r) (参看 (3.3.8)). 
注 3.3 ”如果 求解 的 是 纯 初 值 问 题 ， 则 需 用 Fourier 积分 


1 | 
(3.3.14) U (Z) 三 v 贰 Gerds 


代替 Fourier 级 数 (3.3.3). 为 使 (3.3.14) 有 意义 , 应 要 求 初 值 wp(z) e 52( 一 oo, co). 
计算 增长 因子 的 方法 如 注 3.2, 不 再 详 述 . 
例 3.1 考虑 向 前 差分 格式 

0 一 ru 十 (一 2r]v7 十 re? 1， 

以 好 = vneioin 代 和 人, 得 
un+leiaih = (reicG+DA 十 (一 2r)eioi 十 relaG-Dhwm 工 

消去 eiczjn, 则 知 增长 因子 

G(zpr) = (1 一 2r) 上 reioh 十 erioh) 


一 1 一 27r(l 一 cosoa 岂 ) 


ca 六 
--] 47rgsirn2- 一 一 
1 7 Si 了 
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由 于 am/2 息 2 在 [0,x] 中 分 布 稠密 ( 随 户 一 0)， 为 使 人 满足 von 


Neumann 条 件 , 必须 目 只 需 网 比 r < 5 ( 见 82 例 2.0), 所 以 向 前 差分 格式 的 稳定 
条 件 呈 < 了 
注 3.4 Fourier 方法 同样 可 以 分 析 差 分 方程 组 的 稳定 性 . 设 差分 方程 组 
形 如 
(3.3.15) NE 
TEA TENo 


其 中 4m, 忆 " 是 s xs 方 阵 , 一 般 依赖 步 长 r, 但 和 了 无关 ; CU 是 s 维 列 向 量 ， 
其 分 量 为 呈 ,4 ， 像 方程 式 的 情形 一 样 , 将 UV? 开拓 为 连续 变量 的 周期 毅 
数 Unm(z) = (wz(z) ,un(z))T, 并 将 它 展 成 Fourier 级 数 


(二 > Wexp (到 = 


P 一 一 oo 


将 其 代入 (3.3.15), 比较 相应 项 的 系数 , 则 得 增长 因子 : 


(3.3.16) G(zwr) = | 》、4mexp Ga | 》， 瑟 mexp (Ga 
TEA0 


?GE 他 





此 时 G (zw,r) 是 和 矩阵, 称 为 增长 矩阵 . 计算 增长 矩阵 的 方法 跟 以 前 一 样 , 以 通 项 
(3.3.17) Yexp (iazj)  (a = 2pm/1) 

代 到 方程 (3.3.15), 消去 共同 因子 exp (iazj), 则 得 

(3.3.18) We (YY 


其 中 G(zp;r) 就 是 形 如 (3.3.16) 的 增长 矩阵 . 
与 前 面 类 似 地 有 


命题 3.2 差分 格式 (3.3.15) 稳定 的 充 要 条 件 是 : 天 阵 族 
(3.3.19) {Gm(zp,T) 人 To0<nr 和 TDp=0,1…,J 一 1} 
一 致 有 界 . 

命题 3.3 和 天 阵 族 (3.3.19) 一 致 有 界 的 必要 条 件 是 G(zrp,r) 的 谱 半 径 
(3.3.20) p(G) 入 1+O(7)， 


即 von Neumann 条 件 成 立 . 


. 126 第 三 章 ”抛物 型 方程 的 有 限 差分 法 


例 3.2 将 Richardson 格式 写成 等 价 的 方程 组 : 


(3.3.21) | W 一 条 (一 2 十 4 十 由 
0 一 4， 
了 了 


以 2 一 te cz 0 四 23e cz 人 NA 人， 并 消去 公 因子 ， 得 


V?+1 一 4r(cos o 几 一 1)o 十 隐 ， 
九 十 ] 
V2 


(3.3.21)' 人 


一 计 . 


显然 增长 窍 阵 


站 A 


sin 
人 87r Sin 了 1 
1 0 


由 82 例 2.4 的 计算 结果 , 知 G(ajh) 的 谱 半 径 对 vr > 0 不 满足 von Neumann 条 
件 , 故 Richardson 格式 恒 不 稳定 . 

注 3.5_ Fourier 方法 也 可 用 于 多 维 差分 格式 , 求解 域 或 为 全 空间 ( 纯 初 值 
问题 ), 或 为 超 长 方 体 (周期 边 值 条 件 ), 作为 例子 , 考虑 二 维 热传导 方程 的 初 边 值 
问题 
Bu 2  D2V 
本 (过 “ 评 
UL(T,y 0) 一 (T,2)， 
ut0,yt 一 2 t 王 0，u(z,0, 四 一 2WD1 ti) 一 0. 


取 步 长 姑 = !/ /rr = 了 T/N, 用 两 族 平行 线 z = zj = jj y = 包 = jn 将 求解 域 分 
划 成 矩形 网 格 , 网 点 为 (zji,yk;,t 如 )(tn = mnT). 引进 二 阶 差 分 算 子 


上 0<ziy<1i(a>0)， 
(3.3.22) 


/本 纪 亿 
0zuiK 一 WUHIK 一 2 十 11 

1 亿 刀 
0y2 和 一 17 KRA+1 一 227 十 了 71 


作 有 逼近 (3.3.22) 的 向 前 差分 格式 


ua 一 Ma 
(3.3.23) (0)， 
回 后 差分 格式 
WUR1 一 公 和 
(3.3.24) 人 一 二 (22w 各 1 十 52urt1) 


和 Crank-Nicolson 格式 


2 一 也 人 CQ 
(3.3.25) 人 2 (034 加 十 024 从 十 ou 二 6vu 人 ). 
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它们 的 截断 误差 的 阶 依次 为 O(r + ji2),O(r 十 妇 ) 和 O(r2 十 j2)， 
现在 研究 (3.3.23) 的 稳定 性 . 取 通 项 


WU = exp (ifazi 十 Doyk))，a = 一，06= 一 
(参看 (3.3.13)), 代 到 (3.3.23) 两 端 并 消去 公 因子 , 得 
Un+、 一 (1 一 4rsin ?2 一 47sin2 殷 ) 二 (三 人 
从 而 增长 因子 


G=Cl(ah;,BhP) = 工 一 47 (sm 史 二 sin2 号). 


为 使 |G| = 1 + O(n), 必须 且 只 需 ”> < 寺 . 由 此 可 见 , 随 着 维 数 的 增加 , 对 网 比 的 
限制 更 严 了 

用 同样 的 方法 可 证 隐 格 式 (3.3.24) 和 (3.3.25) 恒 稳 定 ， 逐 层 计 算 需 要 求解 
形 如 


(3.3.26) UN 一 (6 十 的 1) 一 Fw) 


的 方程 (对 (3.3.24), c = r; 对 (3.3.25), c = 3 引 ), 虽然 第 二 章 的 方法 仍 可 以 采用 , 但 
计算 量 明显 增加 了 . 


习 题 
1. 用 Fourier 方法 给 出 差分 格式 (3.1.13) 的 稳定 条 件 . 


2. 证 明 格 式 (3.1.15) 重 稳 定 . 
3. 证 明 格式 (3.3.24) 和 (3.3.25) 人 恒 稳 定 . 
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由 命题 3.2 知道 , 差分 格式 的 稳定 性 归结 为 矩阵 族 (3.3.19) 的 一 致 有 界 性 . 
当 增 长 矩阵 G 的 阶 s = 1 时 , Gm 一 致 有 界 的 充 要 条 件 是 von Neumann 条 件 成 
立即 IlG|=1+oO(7). 当 s>2 时 von Neumann 条 件 只 是 稳定 的 必要 条 件 , 不 
是 充分 条 件 . 但 若 G(zp,r) 是 正规 矩阵 (特别 是 对 称 矩 阵 ), 则 G(z,r) 的 欧 氏 模 
等 于 谱 半 径 , 于 是 von Neumann 条 件 也 是 稳定 的 充分 条 件 . 然而 增长 矩阵 一 般 
不 是 正规 矩阵 , 因此 有 必要 寻求 新 的 充分 条 件 . 
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定理 4.1 设 G(zmr) 关 于 于 7T=0 满 足 Lpschitz 条 件 , 则 给 阵 族 (3.3.19) 
一 致 有 界 的 充 要 条 件 是 抵 阵 族 


{C"(zp;0) :0<7T 和 Tbp，0<mr7 近 TIT，D=0,1……，J 一 ]1)} 


一 致 有 界 ( 见 [14])， 


证 明 只 证 充分 性 ,因为 必要 性 的 证 明 完全 类 似 ， 由 假设 有 常数 天 使 
G(znr) 一 Glzo0) =rGl, 而 Gilg 天 . 记 CGo = Glzo0), 则 G=CG(znr) = 
(70 十 TCz1. 

G" =(Go+TrGH)G" =GoG" +TGIG" 
一 Go(CGo 十 TGI1)Cn 一 十 TG1CP 一 : 
一 CIGm-” 十 TCoCICGT 一 ” 十 TC1IGnm-: 
刀 一 1 
=GI+7r》GIGIG" 
zi 一 0 
由 于 G3 一 致 有 界 , 可 设 llGill < MGiGi 和 M, 从 而 得 


亿 一 1 
llG"l < ltG 引 +r >》 GeGalG” 一 吕 
ti 一 0 


由 一 ] 
< M | +T》， ic 


一 0 


由 Gronwall 不 等 式 ( 见 第 一 章 8$1 引 理 1.3), 得 
1Gnll gs MG + Mr)n- 


又 0 < 入 T/r, 故 不 等 式 右 端 一 致 有 界 . 
例 4.1 考虑 逼近 带 低 阶 项 的 抛物 方程 : 


0 -一 Du 十 
歼 8z 
通 近 它 的 的 向 前 差分 格式 为 
1 ， _ +1 一 2 十 4 1 二 机 


厂 六 2 了 
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用 Fourier 方法 即 知 增长 因子 G=1--4rsin? 全 十 br. 由 定理 4.1, Gm 一 致 有 界 
等 价 于 G8 (Go = 1 - 4rsin? 和 2 ) 一 致 有 界 . 由 83 例 3.1，G8 一 致 有 界 的 充 要 
条 件 是 > < 5 这 说 明 低 阶 项 bu? 不 影响 差分 格式 的 稳定 性 

今 设 G(zr,r) = G(zp) 与 r 无 关 . 考虑 矩阵 族 


(3.4.1) [人 
的 一 致 有 界 性 . 
命题 4.1 矩阵 族 (3.4.1) 一 致 有 界 的 充 要 条 件 是 短 阵 族 
(3.4.2) {G"(z);0 和 zz 和 !， 大 =12…} 
一 致 有 界 . 


证 明 充分 性 显然 , 只 证 必要 性 . 假定 网 格 按 2 等 分 , 4 等 分 .……: ,2m 等 
分 加 密 , 则 二 等 分 点 zj 一 旦 是 [0,4 的 网 点 便 永 远 是 网 点 . 由 假设 , 


|lG"(zj 川 和 M，0<mnr 和 了 
M 是 与 分 划 无 关 的 常数 . 令 r 一 0 (从 而 疡 一 0), 则 
1G"(z 川 和 AM，m=12…: 
而 二 等 分 点 {zj} 于 [0,! 稠密 , G(z) 是 连续 参数 , 故 
IIG"(z 川 入 M，0 和 rz 所 上 ， =1,2…. 
定理 4.2 (一 致 对 角 化 ) 若 对 任 一 G(zh,r), 有 矩阵 再 使 
0 


五 -IG 万 =4= 


且 五 和 瑟 -1 关 于 Pp 和 充分 小 的 T>0 一致 有 界 , 则 von Neumann 条 件 也 是 稳 
定 的 充分 条 件 . 


证 明 因 Gnm = 吾 42 百 -1 故 结论 显然 . 


若 差分 方程 组 (2.3.15) 是 二 阶 方程 组 , 则 增长 矩阵 G(z,r) 也 是 二 阶 , 此 时 
有 一 个 便于 检验 的 稳定 性 条 件 . 
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定理 4.3 设 G(z,r) 是 二 阶 矩 阵 , gij 是 G 的 第 守 行 第 了 列 元 素 , At 和 》a 
是 G 的 特征 值 , 若 下 列 条 件 成 立 : 
(oaj 1]AztzZ,T)| 过 二 MT， YY 三 1,2， 


(8) llGGe 了 -mate 站) 二 gaafc7) 下 | 
入 Mr 十 上 1 一 |Ai(z,r)jll 二 |Aaz,r) 一 Xo(Z,7T)|)， 


则 答 阵 族 (3.3.19) 一 致 有 界 , 其 中 工 是 二 阶 单位 矩阵 . 
证 明 注意 条 件 (59) 实际 上 是 
[3.4.3) IIG - (Ai 二 
利用 G 的 Jordan 标准 形 , 我 们 有 
(3.4.4) Gnm -- NT 一 当 和 Al = 》a = 入， 
(3.4.5) 。”CGm 一 5( 委 十 XZ)T 一 一 (GC 一 5(l 十 Xz) 站 )， 本 和 Ni 头 X2， 





形式 上 也 可 将 (3.4.4) 写成 (3.4.5). Al = Tieibl, Xa = Toeitz ,不 妨 设 rm > r2. 

由 条 件 (a),Xa 和 Xe 一 致 有 界 . 由 (3.4. 5) 可 将 G" 一 致 有 界 归结 为 (3.4.5) 
右 端 一 致 有 界 . 因 |X 一 XI/ - Xal| 和 nrrlnr 近 了 由 (3.4.3) 可 知 只 需 证 明 
727 一 1 一 ri| 一 致 有 界 . 当 ri < 工时 ,nr (1-r) 入 (1L+ri 十 :二 r?L) (1 一 ri) 一 
1-- 闪 入 1; 当 mm >1 时 由 (ao) 知 上 1-r 和 Mr 从 而 ma 了 一 |1 一 六 | 和 AMfmnT 所 MT7. 

注 4.1 可 以 证 明 , (a),(8) 也 是 矩阵 族 (3.3.19) 一 致 有 界 的 必要 条 件 (参看 
[9|). 

推论 4.1 特别 著 G(z,r) 与 无关, 则 知 二 阶 和 矩阵 族 (3.4.2) 一 致 有 界 的 充 
要 条 件 是 


(oa) |NAi(z)| 入 1， =12，0 入 zz 私 /， 
(8] llG(z) - Ga(z)+ gz) 到 
<M(1E-INt(zll+INi(z) -atz))，0<zsL 


注 4.2 定理 4.3 是 一 个 很 有 用 的 稳定 性 判别 法 , 应 用 时 注意 到 以 下 两 点 是 
方便 的 : 
1. 实 系数 二 次 方程 MX- 欠 -c=0 的 根 控 模 不 大 于 1 的 充 要 条 件 是 


(3.4.6) 上 <1 一 cx<k2. 


这 在 检验 von Neumann 条 件 时 有 用 . 
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2 检验 条 件 (6) 时 要 计算 二 阶 矩 阵 的 范 数 , 通常 用 Frobinius 范 数 .|。(F- 
范 数 ). mm 阶 矩 阵 4 = (aii) 的 F- 范 数 是 
(3.4.7) 4lle = 挟 op) 


zi 一 1 


例 4.2 考虑 各 近 热传导 方程 的 Dufort-Frankel 格式 ( 见 81 习题 3): 


刀 十 1 九 m 十 1 wy 】 
(3.4.8) 生活 球 of 2 
站 27 六 2 


引进 新 变量 w+l = 邮 , 将 它 化 为 一 阶 方程 组 : 


7 一 上 


27 
+1 
怀 = gr + 史 证 行 却 地 
og2 一 ， 二 T/ 





1 一 27 
| 
(| | 的 
其 中 Taiui = zi+l 为 移 位 算 子 . 用 Fourier 方法 可 知 增长 矩阵 


2 47 1 一 2 
con -| 可 下 | -| | 
1 0 1 0 











其 特征 方程 为 
(3.4.9) 人 二 E [0, 2r]， 


它 的 系数 显然 满足 条 件 (3.4.6), 故 其 特征 值 按 模 < 1, 从 而 条 件 (a) 成 立 。 
其 次 , (3.4.9) 的 二 根 为 


(3.4.10) 和 Xi 一 (2rcosb 土 VI1 一 4r2sin? b)/( 十 2r). 
令 4(9) =11 一 Iall+lNa -ya 其 中 


本 ?|V1 一 472 sin2g|/ (1 十 2r). 


当 Ai, Xs 是 实 根 时 , |Ni| = 2r| cosb|/(1 二 2r) 十 1 二 472sin g| /G+2r), 所 以 


4(b) = 工 一 2r| cosb|l/(1 十 2r) 十 1Vl 一 472 sin2b| /0 +2r) > 1 一 2r/(1 二 2r) 
一 1/(1 二 2r) > 0. 
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当 Al, Xa 是 复 根 时 , Xz = Alt,jAal = VIAiXz|= VIG-2r)XGL+2r)|, 从 而 
4(9)>1--IX=1--VvVIL-2r/I1L+2r| > 0. 


可 见 函 数 4(9) 对 Yr > 0 于 [0,2x] 有 正 的 下 界 mm > 0. 


另 一 方面 ， 
47 上 一 27 
1 1 十 旋 1 十 2 
加 人 田 二 二 二 | ee 
2 27 
1 一 一 一 0C0S0 
1 十 27 


其 下 范 数 显然 有 上 界 天 > 0, 故 条 件 (8) 成 立 . 由 定理 4.3 的 推论 , 可 知 (3.4.8) 
对 vr > 0 都 稳定 . 

判断 差分 格式 稳定 性 最 完整 的 代数 准则 已 由 Kreiss 得 到 (参看 [28]), 但 这 
些 准 则 难以 检验 , 所 以 有 不 少 工作 研究 便于 应 用 的 充分 条 件 (参看 [14], [28]). 


习 题 
1. 证 明 实 系数 二 次 方程 X -- 以 一 c= 0 的 根 按 模 小 于 或 等 于 1 的 充 要 条 件 是 
HS 和 1 一 cx< 2. 


2. 证 明 差 分 格式 (3.1.15) 恒 稳 定 . 
3. 证 明 差 分 格式 
| 一 多 一 ar 人 (ui 一 好 一 二 十 1 


1 一 ar(z 一 We 一 7 十 ai )(a > 0) 


m 十 
了 


+ 一 1 
(Saul'yev,1957) 恒 稳 定 ， 


4. 考查 如 下 孙 - 显 格式 : 


2m 一 1 2rm 一 2 2m-2 “2m 一 2 2m 一 2 
了 7 了 7 2j+1 2245 十 45-1 
厂 本 大 2 : 
27m 2m 一 1 2m 2m 2m 
UNi 一 陪 ; 也 1 一 275 全 有 一 1 
一 -一 一 一 = oa 二 一 人 一 一 一 ， (ao > 0) 
太 天 
呈 ， 
2 一 g， 了 =12 一 1 和 0 二 1 2， 
0 二 UJ 一 0. 


其 计算 量 大 约 是 向 后 差分 格式 的 一 半 . 试 证 明 它 是 恒 稳 定 的 . 
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现在 考虑 平面 有 界 域 G 上 的 抛物 方程 : 


(3.5.1) 王 V(aVu) 十 上 (rzy)cEcGCG，0<t 乏 了 
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其 中 a, 矿 都 是 区 域 G 上 给 定 的 光滑 示 数 , a = az 直 224>0. 初 值 条 件 为 





(3.5.2) 2(T, 10) 一 (7,1)， 
边 值 条 件 为 下 列 三 种 类 型 之 一 : 
(3.5.3)1 uae 三 ctz, 切 )， (第 一 边 值 条 件 ) 
(3.5.3)。 到 | = br, 妨 ， (第 二 边 值 条 件 ) 
Z 15G 
(3.5.3)3 十 HL = ?(z, 人力 ，( 第 三 边 值 条 件 ) 
8aG 





其 中 > 是 边界 9G 的 单位 外 法 向 . 假定 边 值 问题 (3.5.1) ~ (3.5.3)i (= 1,2,3) 通 
定 , 即 解 存在 、 唯 一 , 并 且 充 分 光滑 . 

像 第 二 章 83 那样 我 们 用 有 限 体 积 法 构造 差分 格式 . 取 步 长 如 和 各, 刀 = 
(Pi 十 12)12, 作 两 族 与 坐标 轴 平 行 的 直线 


现 : 王 :3 记 1， 2 一 (0, 士 1,……. 
4 一 ) 尺 2， 了 一 0. 士 1..… ， 


将 区 域 G 剖 分 成 一 些小 矩形 和 曲 边 三 角形 之 并 集 . 以 Gn 表示 属于 G 的 内 节点 
(Zi 妨 ) 一 《21 ,7772) 集合 , 羽 表 示 网 线 z= zi 或 1 = /7 与 边界 了 = 8G 相交 的 
界 点 集合 ， Cn 2 Cr U 本 有 像 第 二 章 83 那样 将 Ch 中 的 点 分 为 正则 内 点 和 非 正 


则 内 点 (参看 第 二 章 图 3.0). 记 ”xy = ( 一 司 ha, 1- 一 (5 -- 3) ha2, 再 作 两 
族 平行 于 坐标 轴 的 直线 = 和 2 = 纺 - 其 交点 属于 G 内 部 者 为 对 偶 齐 
分 的 内 点 , 直线 与 了 的 交点 为 对 偶 浏 分 的 界 点 . 

如 第 二 童 图 3.3， 对 于 任 一 正则 内 氮 (zi 力 )， 取 对 偶 剖 分 的 网 点 4(Pi 
世 ) 忆 (Zi 和 COzi 曙 HP 入 用) 用 Gi 表示 以 4 B,C,D 为 
项 上 的 给 形 城 0Gij 为 其 边界 . 平 Ci 积分 抛物 方程 (3.5.1) 两 吴 , 并 利用 Green 

公式 , 则 得 (3.5.1) 的 积分 守恒 形式 : 


1 dody= 人 攻 cads+ 1 dzdy， 
Cj 


式 中 5 表示 习 沿 8G， 的 外 法 向 导数 
像 集 二 章 83 做 过 的 那样 _ 用 中 矩形 公式 代替 重 积分 和 沿 3G， 四边 的 线 积 
分 , 用 中 心 差 商 代 替 方 向 导数 , 并 除 以 有 jz, 得 


Ouii 1 
(3.5.4) 生 汪 5 [os (ui+15 一 Ma 了) 一 上- 一 ui-1| 司 
1 





之 


1 
大 ou 证 人 了 “ Ci 一 业 (ui 一 Ti 让- | 二 j 
到 
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取 时 间 步 长 r > 0, 分 别 用 向 前 和 向 后 差 商 代替 对 上 的 偏 导 数 , 则 得 向 前 差 
分 格式 : 


(3.5.5) 语 柑 二 ma [ay 一人) 一 oj 一 全 + 
ra [ai (1 一 加 一 aa 一 如 十 十 Ti 
回 后 差分 格式 : 


1 1 1 
了 2 ee (umd | ) 一 二 | 一 ea 十 1 十 T 太 1， 


其 中 mi = r/ 邮 ,ra = 7/ 了 2. 它们 的 截断 误差 的 阶 都 是 O(r 二 /2). 若 将 向 前 和 辐 后 
差分 格式 作 算 术 平 均 , 则 得 Crank- Nicolson 格式 , 其 截断 误差 的 阶 为 O(r2 十 j2). 

对 于 非 正 则 内 点 (zi 轨 ), 仍 有 类 似 (3.5.4) 的 方程 . 例如 设 (zi Wi) 是 形 如 第 
二 章 图 3.4 所 示 的 非 正 则 内 点 “x”, 则 





Daii 1 Ui+17 一 2 一 一 1 
(3.5.7) 太 一 天 | 站 和 十 


砚 [TO 和 ai) Qi 一 二 (ui 一 1] 十 1 
其 中 心 是 (zi, 攻 ) 人 (zi-u 妨 ) 的 距离 , 本 3) 等 于 a 在 (zi 轨 ) 和 (zi 切 ) 
的 一 中 间 点 的 值 , 页 = =( 各 十 生 ) 
(3.5.7) 相应 的 向 前 球 分 格式 是 


刀 了 了 了 1 
(3.5.8) 0 一 -二 Qi 十 革 , 人 (ai1 1 矶 了 Qi- 了 了 1- 1 二 下 


ra [ai 人 ui 一人) 一 at- 二 (0 一 全 1 十 w) 十 Ti， 
问 后 差分 格式 是 


7 人 咏 本 二 
(3.5.9) 4 六 = 咖 轴 Qi 和 (UL 一 了 ) 一 天 三 本 0 一 了 )) 十 


r 二 1 +1 
关 二 了 (ai Wi | + wei 十 三 


72 [a (并 7J+1 一 
在 界 点 (zi 四) e 用, 若 给 的 是 第 一 边 值 条 件 , 则 
(3.5.10) ui 三 at(Zi; 2). 


若 给 的 是 第 二 、 三 边 值 条 件 , 则 仍 按 第 二 章 $3 的 积分 插值 法 在 (zi,W) 建立 一 补 
充 方程 . 例如 设 (zi,yj) 形 如 第 二 章 图 3.5 中 的 玉 ， 边 值 条 件 为 (3.5.3)3, 则 差分 
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方程 为 (参看 第 二 章 (2.3.16)) 


1a 十 1 一 世 喉 - 4 万 
人 
BC 有 十 ! 即 十 7 


1 一 本 


Ch4aii(Tii 一 Hai7a +) 十 A4BC 太 i， 三 0,1. 


利用 正则 点 、 非 正则 点 和 界 点 上 的 三 类 方程 , 可 组 成 各 种 计算 方案 . 考虑 到 非 正 
则 点 附近 的 步 长 站 ,站 一 般 小 于 j, 故 通常 采用 向 后 差分 格式 , 以 免 破坏 正则 
点 上 的 稳定 条 件 . 现在 给 出 几 种 实用 的 计算 方案 : 

(一 ) 第 一 边 值 问题 

方案 (D 由 (3.5.5), (3.5.9) 和 (3.5.10) 组 成 的 显 格式 . 先 计算 正则 点 , 再 计 
算 非 正则 点 , 无 需求 解 方程 组 . 

方案 (IT 由 (3.5.6), (3.5.9) 和 (3.5.10) 组 成 的 隐 格 式 . 

(二 ) 第 二 、 三 边 值 问题 

方案 (区 ) 由 (3.5.5), (3.5.9) 和 (3.5.11) {(! = 0) 组 成 的 显 格式 , 先 计 算 正 则 
内 点 , 再 利用 (3.5.11) (! = 0) 消去 界 点 , 最 后 计算 非 正 则 点 , 无 需求 解 方程 组 . 

方案 (IV) 由 (3.5.6), (3.5.9) 和 (3.5.11) (! = 1) 组 成 的 隐 格 式 ， 

最 后 研究 差分 格式 的 稳定 性 和 误差 估计 . 

为 简便 计 , 在 方案 (T) 中 用 (3.5.8) 代替 (3.5.9), 并 假定 同 = 请 = 让; 也 就 
是 说 在 正则 和 非 正 则 点 均 用 疝 前 差分 格式 (3.5.5). 设 边 值 条 件 及 右 端 项 为 齐 次 ， 
将 (3.5.5) 改写 为 


hn 二 1 天 
(3.5.12) 2 ”一 [1 一 rl(ai+3 十 Qi 二 让 一 72(Qi, 计 去 十 Qi 一 人 人) us 十 

名 亿 中 也 
71Qi 吉 JUi++17 十 71Qi 一 二 Ji 一 17 十 72QiJ 十 二 WiJH+1 十 72Qi 一 二 Wi 一 1 


定义 最 大 模 
|C|l>= = max ju， 


其 中 rr 是 以 为 分 量 的 向 量 . 设 网 比 rr 满足 条 件 


过 7(Qi 二 二, 十 Qi 二) 一 72(Qi ,ji 捷 Qi 到) >0 
或 
(3.5.13) rl 十 ra 所 1/2 maxQ (Z,2) ， 


则 由 (3.5.12) 得 


1 sl < 和 <1IC lw， 


足见 (3.5.12) 稳定 . 
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以 < 有 一 Wi gt) 一 2 表示 差分 解 的 误差 ， 忆 呆 (zu) 表示 差分 格式 的 截断 
误差 , 则 e” 满足 
ce -一 11 一 71E(Qi 二 二 订 十 CQ 一) Ta(ae 计 十 Qi 了 川 ei 十 


礼 2 于 也 二 访 也 
71Qi+ Jei1 十 710i- 和 Je-1 十 720ij+ 二 etij+l 十 720i7 二 etj-1 十 Ti 


设 稳定 性 条 件 (3.5.13) 成 立 , 又 1 可 | 和 天 (十 轨 )， 则 
|| 盏 "fw 芯 | 权 "lw 十 天 rr 十 万) 
玖 " = {o 区 } 是 误差 向 量 . 将 上 述 不 等 式 就 上 (nr 和 了 ) 相 加 , 得 
(3.5.14) || 吾 "||。 芯 || 百 "lw 十 KKT(r+ 庆 )，0<mT 系 了 
其 次 讨论 方案 (I)( 隐 格式 ) 的 稳定 性 . 为 简便 计 , 仍然 假定 同 = 六 = 让 ， 
即 在 正则 和 非 正则 点 均 用 向 后 差分 格式 (3.5.6)， 仍 设 边 值 和 右 端 项 等 于 0. 将 
(3.5.6) 写成 


7 十 1 


攻 首 民 on 站 
(3.5.15) (1 十 71Qi 十 到 订 十 714i 一 二 十 720Qi ,7 十 世 呆 72Qi 一 二 ja 


71Qi 二 二 7U 1 到 71Qi 一 JU 3 720i.i 二 2 了 1 国 720i 上 -1 一 也 订 ， 
显然 (3.5.15) 满足 第 二 章 $5 习题 2( 该 题 的 二 维 情形 ) 所 述 的 条 件 , 因此 
上 Ze < il 和 和 | le 


所 以 (3.5.15) 稳定 . 
若 将 上 述 方法 用 于 与 (3.5.6) 相应 的 误差 方程 , 则 得 误差 估计 


| 至 "lw 第 如 "|lw 二 ET 十 万 ) 


注 5.1 刚才 我 们 用 极 值 定 理 证 明了 向 后 差分 格式 恒 稳 定 , 并 且 得 到 了 误差 
估计 . 但 是 有 的 差分 格式 , 比如 Crank Nicolson 格式 ， 不 满足 极 值 定理 的 条 件 , 这 
时 论证 稳定 性 和 得 到 误差 估计 就 困难 了 . 有 兴趣 的 读者 可 参看 [12] 的 第 一 重 . 


习 题 
将 第 二 章 85 习题 2 的 结果 推广 到 二 维 情夫 . 


86 “分数 步 长 法 


一 维 抛物 方程 的 隐 格 式 恒 稳定 , 用 消 元 法 求解 的 计算 量 也 不 大 。 对 高 维 抛 
物 方程 , 隐 格 式 虽 然 恒 稳定 , 但 计算 量 增 加 很 多 ; 显 格式 计算 简单 , 但 稳定 性 条 
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件 比 一 维 情形 苛刻 ,于 是 人 们 企 网 构造 一 种 恒 稳 定 的 格式 ,使 每 层 计算 能 分 解 
为 若干 一 维 隐 格 式 的 形式 . 本 节 介 绍 的 各 种 分 数 步 长 法 ， 包 括 交 蔡 方 问 隐 式 
法 一 ADI 法 (Alternating direct implicit method) 、 预 - 校 法 (Predictor- 
corrector method) 和 局 部 一 维 法 一 一 LOD 法 (Locally one dimensional method) 
就 属于 这 一 类 . 


6.1 ADI 法 
作为 模型 , 考虑 二 维 热传导 方程 的 边 值 问题 : 
ut 一 Wzz 二 Wiy，0<7Z， < ，t>0， 
(3.6.1) ut yy0) = PT 2， 
wu(0,2 1 一) 一 W20 相 王 2DZ1t) 一 0. 


取 空 间 步 长 丸 = 1/M, 时 间 步 长 r > 0, 作 两 族 平行 于 坐标 轴 的 网 线 : z = zj = 
放 ,y 王 钛 三 jj 四 大 二 01 ,AM 将 区 域 0< zy 和 1 分割 成 M2 个 小 矩形 . 第 
一 个 ADI 法 (交替 方向 隐 格 式 ) 是 Peaceman 和 Rachford(1955) 提出 的 , 他 们 把 
由 第 ” 层 到 第 ”+ 1 层 计算 分 成 两 步 : 先 由 第 mn 层 到 第 n+ 5 层 , 对 was 用 向 后 
差分 逼近 , 对 ww 用 向 前 差分 逼近 , 然后 由 第 十 5 到 第 ”+1 层 , 对 ws 用 向 


前 差分 通 近 , 对 wwy 用 向 后 差分 逼近 , 于 是 得 到 如 下 ADI 格式 (PR 格式 ): 


tn 十 亿 
7 大 了 KR 2 9 十 去 

(3.6.2)1 ”7 一 二 (52u 久 庆 2 十 624 必 )， 
和 3 

(3.6.2)? se 二 《52u 人 二 十 62u 和 8 人， 


其 中 力 k = 12…M-1m = 0,12…， 上 标 mn 十 表示 在 了 土 = 如 + 一 
(+ 5 r 取 值 . 假定 第 ” 层 的 v 沁 已 求 得 , 则 由 (3.6.2): 求 出 如 t 这 只 需 
按 行 (1 = 1,2,… ,M-1) 解 一 些 具 三 对 角 系 数 矩 阵 的 方程 组 ; 再 由 (3.6.2)? 求 出 
ut 这 只 需 按 列 (上 = 1 2,……，M -1) 解 一 些 具 三 对 角 系 数 和 矩阵 的 方程 组 , 所 
以 计算 是 容易 实现 的 . 

现在 估计 截断 误差 的 阶 . 将 (3.6.2)1, (3.6.2) 相 加 、 相 减 , 依次 得 


tm 十 I 


了 汶 让 了 十 
(3.6.3)1 二 一 二 52v 和 十 二 记 0 (2 大 十 4 二 
和 
(3.6.3)? dant 主 一 2(wrdt: 十 4 和 ) 一 厅 52(ur 对 1 一 27 洲 
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消去 过 渡 值 Un 则 


we 一 Mn 1 十 公 
(3.6.4) (rs 二 亏 呈 ) 2 一 记 ( 如 +8)- 一 


以 也 状 表示 精确 解 在 节点 (zj 办 , 如 ) 的 值 u(zhiWktn), 利用 Taylor 展 式 , 易 见 
(3.6.5) (+ 二 去 开 友 ) -人 三 (02 十 交 和 人 二 O(r 十 ji2). 


与 (3.6.4) 比较 , 可 见 截 断 误差 的 阶 为 O(r2 + 疡 2). 
为 了 检验 格式 (3.6.2)1-2 的 稳定 性 , 我 们 将 它 改写 成 


(3.6.2) (一 5) (+38) 史 (= 无)， 

(3.6.2)9 (7- 2) = (+ Ce 三 ) 

注意 , -62 和 -52 都 是 正定 矩阵 , 故 以 上 二 式 左 端的 差分 算 子 有 逆 . 消去 过 渡 层 ， 
即 得 

(3.6.6) (=- 了) =- 5) 加 := (+522) (+ 358) 必 

这 是 (3.6.4) 的 一 个 等 价 形式 .以 4 了 一 灵 expi(azji 十 Byk) 代 到 (3.6.5) 或 
(3.6.2)1_>, 消去 公 因子 , 则 知 增长 因子 

(7 一 2rsin? 全 ) (7 一 2rsin? 写 ) 

( 十 27rsin2 全 ( 二 27rsin2 一 ) 


显然 对 任何 r > 0,|GI 和 1 故 ADI 法 绝对 稳定 . 

总 之 , 在 计算 量 .截断 误差 的 阶 和 稳定 性 方面 ,ADI 法 都 是 邻 人 满意 的 , 因此 
受到 人 们 的 普遍 注意 . 

注 6.1 者 边 值 问题 (3.6.1) 的 边 值 为 非 齐 , 比如 在 边界 上 v = a(z,y 坟 . 则 
过 渡 层 的 边 值 取 为 


Cl(a 六 , 5) 一 


+ 去 工 
本 7(Q(Ci 6， 加) 十 a(zi; yjtn+i)) 
或 按 (3.6.3)> 取 为 
工 1 亿 
4 一 了 (Qi 5, 加) 十 ai 25ytn+1)) 一 IIy(a(zi W, 如 +1) 一 GZ 27 如 放 : 


注 6.2 者 边 值 问题 (3.6.1) 的 右 端 非 齐 , 比如 等 于 /lz,yt, 则 (3.6.4) 右 端 
人 j 宇 一 zi 名 + 和 ), 相应 的 ADI 格式 (3.6.2)4,(3.6.2)3 右 端 分 别 加 
一 项 二 


注 6.1 和 注 6.2 也 可 用 于 以 后 介绍 的 预 - 校 法 和 分 数 步 长 法 . 
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6.2 预 -- 校 法 
考虑 逼近 (3.6.1) 的 向 后 差分 格式 : 
7 十] 7 
人 


令 7=T/ 委 ,将 它 改写 成 
(一 7r02 一 rby)a 内 一 内 关 ， 
两 端 各 加 一 项 r25252uritl, 得 
(一 7 号 一 7 的 十 25252)u 夺 1 一 了 726526200t1 十 灶 四 ， 


沁 也 庆 
册 略 去 右 端 高 阶 无 穷 小 项 : 


2 
7r25252u 一 六 472 ( 咀 ) ( 若 ) 人 
并 将 左 端 分 解 , 则 得 


(3.6.7) (T 一 r62)( 了 一 riz) ”三 & 庆 ， 


这 是 恒 稳 定 的 格式 , 它 逼 近 (3.6.1) 的 截断 误差 的 阶 为 O(r 十 j2) 


将 (3.6.7) 用 于 区 间 [tn tn 二 ]， 得 


(大 辣 (项 且 史册 


引进 v 吧 《= (7 一 ER 


272 Y 
之 mn 十 寺 一 
(3.6.8) (=- 六 量 ) o = 矶 ， 
2 ，m 十 去 中 十 于 
(3.6.8) CC- 着 击 砍 = 人 和 
可 将 (3.6.8) 写成 更 直观 的 形式 : 
下 本 1 
约 _ -一 一 扩 Ma 
中 十 去 妃 十 寺 
Li 一 也 庆 3 败 十 寺 
(3.6.9)2 人 二 5 人 


其 次 , 利用 wx，ant 上 构造 更 精确 的 校正 格式 : 


有 十 1 
2 一 也 庆 mn 十 和 
(3.6.10) ee = 而 了 (52 十 52)u 关 二 和 
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由 此 得 到 第 交 +1 层 上 的 4 
5 校 格 式 (3.6.9)1_? 和 (3.6.10) 是 由 Yanenko 建立 的 . 由 (3.6.9)1 -2 消去 
ta 
4 关 “， 得 


0 一 62 ) (7 一 二 Un 一 人 双关， 
再 用 上 式 消去 (3.6.10) 中 的 wdt， 又 得 


一 = 人 9(T-2) (5 雹 


注意 62,62 的 矩阵 形式 相同 , 故 上 式 右 端的 差分 算 子 可 换 序 , 因此 可 化 为 
(- 3) 人 -58) (和 一 唤 ) = (22 十 史 )u 各 . 


这 就 是 (3.6.6) 的 等 价 形式 .由 此 可 见 , 预 - 校 格 式 恒 稳定 ， 和 截断 误差 的 阶 为 
O(T2 十 尹 2). 


6.3 LOD 法 


如 果 用 Crank-Nicolson 格式 直接 代替 预 - 校 法 的 “四 后 差分 格式 ”, 则 得 到 更 
简单 的 所 请 LOD 格式 (局 部 一 维 格式 ): 


九 十 去 
人 一 己 攻 


人 

(3.6.11)1 一 = 二 (人 十)， 
t+1 ?rm 十 志 

(3.6.11)， -下 一 全 (wu 和 EN 


消去 过 渡 层 (注意 82 和 62 可 换 序 ), 又 得 到 (3.6.6) 的 等 价 形式 . 可 见 LOD 格式 
(3.6.11):-? 恒 稳 定 , 截断 误差 的 阶 是 O(r2 + j2). 
(3.6.11)i -> 可 写成 更 对 称 的 所 谓 双 循 环 局 部 一 维 格式 : 


也 一 亏 吧 一 工 
也 庆 ”一 公关 
了 2 = 和 2 和 : 十 2 风 
和 二 各， 一 一 志 
3.6.12) = 琉 jy(x 失 十 Wi 
加 tn 一 2 天 Un 十 和 
5 和 2 
人 
tn 十 1 mn 十 二 
一 公关 十 
& - 庆 = (车 : 十 4 
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习 题 
(实习 题 ) 用 PR 格式 的 非 齐 形式 求解 : 


ut 二 Zuzz 十 WUyy) 十 ztb(zoE(01)x(01U tt>0， 
ut(0,zy ti 一 2(ly 革 一 0,yEe [0,1,t> 0， 

wu (Z0, 1 三 (21t 三 0ze0li,tiz>z0， 

u (zy,0) 一 0,(z,y) e [0,1] x [0,1]， 


其 中 丰 (z,ti =sin5rtsin 2rz sinry,zy 一 1. 网 格 步 长 ia = ha = 0.1,0.05,r = 0.01. 计算 
于 上 = 0.1,0.2,0.4,0.8 的 近似 值 . 
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7.1 ”一 维 抛物 方程 的 初 边 值 问题 
求解 一 维 抛物 方程 的 初 边 值 问题 : 


Du 682 
的 | 0 
(3.7.1)1 责 35 十 Sint 人 
(3.7.1)2 众人 (0， t) 一 人 (1 1) 和 0， 上 0， 
(3.7.1)3 ui (2Z;0) 一 cos7z，0<2Z<1 


(精确 解 业 = ertcosrz 十 (1 一 cost) 
设 空间 步 长 玉 = 六 时 间 步 长 r > 0, 妇 = mr, 网 比 7 = 全 
(一 ) 向 前 格式 


一 2 
人 一 二 ,可 一 1 一 1， ,人 
边 值 条 件 : 
tn 二 一 人 3 MT 一 208 十 1 . 
7 = 0 一 一 ”一 一 一 二 一 一 证 “十 si 如， 三 地 
tmR 十 1 一 忆 开 刀 开 一 2u3 十 了 
了 三 中 和 一 人 十 Sin tn， TH1 一 7_1 
初 值 条 件 
4 (2Zj0) 三 cosTZj 7 一 01 ,小 
计算 方案 : 


a) 取 刀 = 1/40,r = 1/3 200, 此 时 > = 1/2, 计算 到 时 间 层 妇 2oo = 1. 
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b) 取 大 = 1/80,r = 1/12 800, 此 时 > = 1/2, 计算 到 时 间 层 雪 z soo = 1 
计算 结果 列 于 表 7.1, 其 中 zj = 1/4,7 = 1,…,4. 从 表 中 看 出 , 计算 是 稳定 的 , 解 
随 网 格 加 细 通 近 精 确 解 . 

c 取 刀 = 1/80,r = 1/3 200, 此 时 ” = 2, 计算 到 时 间 层 tzo = 0.006 25,tao = 
0.012 5 即 发 生 激烈 震荡 , 结果 不 稳定 . 


(二 ) 加 后 格式 
只 十 ] 似 天 十 1 人 
7 庆 一 世 ” 包 - 一 21 十 了 
和 站 -~ 十 sint 7 一 |. ,一 1 寻 王 1 ,ANV. 
边 值 条 件 : 
1 十 -和 1 十 2u0+1 和 RE 。 
了 = 三 0， 下 一 RE 十 Sin tr 十 1， 全 一 1 二 ， 
也 十 1 刀 和 交 侯 十 1 中 十 1 
也 一 电 包 一 21 十 也 
-7 王 作 -全 ant 罗 村 = 
和 天 
初 值 条 件 : 
& (271,0) 三 co8T0j， 了 三 0,1…… ,由 
计算 方案 : 


ao) 妃 = 1/40,r = 1/1 600, 此 时 r = 1, 计算 到 时 间 层 三 oo = 1， 
六 = 1/80,r = 1/3 200, 此 时 7 = 2, 计算 到 时 间 层 妇 2oo = 1. 
计算 结果 列 于 表 7.1, 其 中 zi = J/4,7 = 1 ……4. 从 表 中 看 出 , 对 大 ~, 计算 仍 稳 
定 , 但 精度 随 网 格 变 细 增 加 缓慢 . 


一 7.1 


1 六 二 二 2 和 459 617 -二 459 602 459 566 站 459 530 | 1.0 x 10-3 
1/40 0.460 014 | 0.459 999 | 0.459 961 | 0.459 923 | 1.0 x 10-3 


1/40 1 0.459 750 | 0.459 734 | 0.459 696 | 0.459 661 
1/80 2 0.459 750 | 0.459 734 | 0.459 698 | 0.459 661 





人 = 人 (人 地 相 十 2 一 2( 人 (+ 十 好) 二 他 2 十 好 1) ) + 


1 
本 (sin 如 +1 十 Sin tn ) ， 7 一 1 ;JJ 一 1 寻 一 1 ，V. 
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边 值 条 件 : 在 ) = 0,J 列 Crank-Nicolson 格式 , 其 中 


1 
初 值 条 件 : 
u(Z10) = cosTZ1i， 了 一 01 由 
计算 方案 


o) 万 = 1/40,r = 1/1 600, 此 时 > = 1 计算 到 时 间 层 志 oo = 1， 

切 户 = 1/80,r = 1/3 200, 此 时 7 = 2, 计算 到 时 间 层 妇 2oo = 1. 

实际 按 15 位 小 数 计 算 , 这 里 仅 取 6 位 列 于 表 7.1, 其 中 zj = 7J1/4,7 = 1 4 
从 表 中 看 出 , 对 大 ”~, 计算 仍 稳定 , 且 精 度 比 向 前 格式 和 回 后 格式 明显 提高 . 


7.2 ”二 维 抛物 方程 的 初 边 值 问题 


用 六 点 对 称 格 式 ， ADI 法 , 预 较 法 和 LOD 法 求解 二 维 抛物 方程 的 的 初 边 值 
问题 : 
DU 


(3.7.2)1 南 一 4 (urz 二 zu) (zy)EG=(01)x(01)，t>0， 
(3.7.2)2 tu 07 引 三 (1 2, 切 三 0，0<2<1，t>0， 

(3.7.2)3 ty (Z;0, 有 三 tr(z1L 切 =0，0<zZ<1，t>0， 

(3.7.2)4 u (ZU 0) 一 Sin TZ cos TV/， 


(精确 解 : v = sin rz cos my exp ( -入 9) 
放 砚 二 也 作 全 0 和 1 人 二 全 三 
N), 差分 解 为 vm%, 则 边 值 条 件 为 
WOK 一 公关 一 0 天王 0,1…: 风 (和 
170 一 双 阅 天 -1 三 了 一 0 1 ,省 
初 值 条 件 为 
4 一 COSITLZ1 Sin TU 
取 空 间 步 长 刀 = ja = ji = 1/40, 时 间 步 长 r = 1/1 600, 网 比 > = r/ 妇 = 1. 用 
六 点 对 称 格式 , ADI 法 , 预 校 法 和 LOD 法 分 别 计算 到 时 间 层 上 = 1. 表 7.2 列 出 
在 节点 本 
(z7 UK) 人 ( 守 册 ,四 大 一 1,2,3. 
的 计算 结果 . 从 表 中 看 出 , 四 种 方法 的 精度 基本 相同 . 但 一 种 分 数 步 长 法 的 计算 量 
和 存储 量 比 Crank-Nicolson 格式 小 许多 . 图 7.1 是 精确 解 曲 面 , 图 7.2 是 Crank . 
Nicolson 格式 解 曲 面 . 
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表 7.2 
| 误差 阶 
0.142 058 0.200 90 0.142 058 1.0x10-? 

























































































































ADIi 0.142 059 0.200 902 0.142 059 1.0x10-” 
预 较 法 0.142 058 0.200 900 0.142 606 1.0x10-” 
LOD 0.142 058 0.200 900 0.142 058 1.0x10-? 
精确 解 0.145 606 0.205 919 0.145 606 
六 点 对 称 格式 0.000 000 0.000 000 0.000 000 1.0x10-~1 
ADI 0.000 000 0.000 000 0.000 000 1.0x10-1 
预 较 法 0.000 000 0.000 000 0.000 000 1.0x10-: 
LOD 0.000 000 0.000 000 0.000 000 1.0x10-: 
精确 解 0.000 000 0.000 000 0.000 000 
六 点 对 称 格式 0.142 058 | -0.200 900 | -0.142 058 | 1.0x10-” 
ADI -0.142 059 | -0.200 902 | -0.142 059 | 1.0x10-” 
预 较 法 -0.142 058 | -0.200 900 -0.142 606 | 1.0x10-? 
LOD -0.142 058 | -0.200 900 0.142 058 | 1.0x10-? 
精确 解 -0.145 606 0.205 919 0.145 606 
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0.2 


0 ”0 


图 7.2 ”六 点 对 称 格式 解 曲 面 


7.3 含 对 流 项 的 抛物 方程 
若 虑 含 对 流 项 的 抛物 方程 : 


UVU ov 日 2 
号 二 
《3.7 .3 Bt “ 


刀 到 一 】 多 一 1 了 一 1 7 一 1 天 一 1 亿 一 1 
2 一 中 7 2 1 一 11 1 一 2 十 1 
(3.7.4) 了 了 二 吾 了 了 一 C 了 旭 了 
克 记 玉 2 


用 Fourier 方法 , 知 增长 因子 
pg)=(1 一 27) 十 271cos0 一 irsing 


其 中 
QQ 二 六 T aT DR 六 六 
一 一 7 


六 一 一 ;7 一 一 一 一 一 
疡 2 刀 态 2 忆 


经 计算 , 得 
(3.7.5) lp(g) 上 = (1 一 2r) +rt+4r(1l 一 2r)cosb+(4r2 一 呆 3) cos 0，0 和 0 世 27. 


令 c=b/a, 则 


r4 一 c27272 一 c2ar7. 
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由 定理 4.1, 为 使 格式 稳定 , 可 略 去 (3.7.5) 中 的 好 = O(r), 要 求 


(1 一 27) 十 47 (1 -27)cosb 十 4r2cos20 入 1， 


印 
(1 -2r+2rcosb < 和 1 
或 1 
-1 和 过 1 一 4rsin? 0 1， 
从 而 得 稳定 性 条 件 为 
(3.7.6) 7 委 
加 名 日 9 


是 对 充分 小 天 得 到 的 稳定 性 条 件 . 
实际 计算 时 步 长 总 是 有 限 的 , 为 得 出 相应 的 稳定 性 条 件 , 应 要 求 


p(O <1 
于 (3.7.5) 令 z = cos0. 考虑 抛物 线 
%=jp(g)2=(1 一 2r 关 二 吗 +4r( -2r)z+(4r2 一 rz2，-1 和 z&gl 
它 在 区 间 [-1,1] 非 负 , 在 端点 取 值 : 


yi=(1-4) 2， 当 z= 一 1 
y 二 xlz 
Yi 三 | 当 z=1. 


设 (4r2 一 他 ) > 0 0 或 - 过 系 7) 则 抛物 线 下 凸 , 所 以 y 在 端点 取 极 大 . 故 稳定 性 要 
求 ?1 乏 1 即 > 和 1/2. 从 而 


(3.7.7) 闷 <7 芯 5 
(3.7.8) 4r2 -71 < 0. 
此 时 抛物 性 上 凸 , 极 值 点 位 于 抛物 线 顶 点 

2 一 27) 

人 (4r2 一 r?) 人 

极 值 为 

7 2 

加 一 2 (一 -1). 


] 
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由 (3.7.7) 知 rzo( 和 0) 在 z=1 左 侧 , 义 思 -1: 乏 芒 , 所 以 加 是 最 大 值 . 为 使 


二 
2 


(mi 一 2r) 和 0 


从 而 = 2r, 与 假设 (3.7.8) 矛盾 , 此 时 格式 不 稳定 . 总 之 , 差分 格式 稳定 的 充 要 
条 件 是 (3.7.7) 成 立 . 
注 条 件 (3.7.7) 的 第 一 个 不 等 式 为 


| 可 天 和 2a， 


对 充分 小 的 疡 总 成 立 . 对 有 限 的 六 >0, 知 上 述 不 等 式 不 成 立 , 则 解 可 能 出 现 不 应 
有 的 震荡 , 但 并 不 影响 解 收敛， 
例如 求解 对 流 ( 占 优 ) 扩散 方程 


(3.7.9)1 ui 十 ulz 一 auzrz tt>0， 0<7T7<co， 


其 中 ab > 0 是 常数 . 定 解 条 件 为 








(3.7.9)2 ut 三 0 2>0， 
(3.7.9)3 也 (0， ) 二 20， t 之 0， t0 : 正常 数 ， 
(3.7.9)4 MG 二 全: 
精确 解 为 : 
光一 让 六 
(Zi 1 一 如 (sx ( 7 】 十 exp (二 erfc (3 ) | 
nn 
erfc(z) 二 v 所 e 一 dt. 


取 a = 1 用 显 中 心 差 分 格式 


au 二 1 一 ta 


k kk _ k  ， 拓 
7 1 Di41 一 邮 -1 Wi 一 2 十 弛 本 


2 及 2 
求解 (3.7.9). 
(iD) 设 对 流 项 = 1 
取 步 长 产 = 0.5,r = 0.125, 此 时 网 比 7 = 0.5 满足 稳定 性 条 件 (3.7.6). 计算 
到 前 50 层 仍 未 发 生 震 荡 , 解 曲 线 如 图 7.3, 实 黑 线 为 精确 解 , 虚线 为 近似 解 , 


. 148 . 第 三 章 ”抛物 型 方程 的 有 限 差 分 法 





0 5 !I013S 2023 30 3 40 45 350 


氏 7.3 


当 取 r=0.25 时 , 网 比 > = 1 不 满足 稳定 条 件 (2.7.6), 计算 到 第 50 层 即 发 生 
震荡 , 解 曲 线 如 图 7.4. 

(ii) 当 对 流 项 "= 10 时 

取 姑 = 0.5,7 = 0.125, 此 时 网 比 7 = 0.5 仍 满足 (3.7.6), 但 不 满足 (3.7.7), 计 
算 到 第 三 层 即 发 生 震 荡 , 如 图 7.5 中 的 虚线 . 若 步 长 进一步 缩小 , 只 要 r < 112， 
则 差分 解 仍 将 收敛, 


0.5 
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81 波动 方程 的 差分 逼近 
1.1 波动 方程 及 其 特征 
二 阶 线性 双 曲 型 偏 微分 方程 的 最 简单 模型 是 波动 方程 : 


2 人 
二 伺 rr 
Dit2 Or? 


其 中 c > 0 是 常数 . 根据 二 阶 偏 微分 方程 理论 , 与 (4.1.1) 相应 的 特征 方程 为 


(4.1.1) 


dz2 一 a2dt2 一 0 


或 
dt\? 
(4.1.2) 1 一 oz (下 = 0. 
由 此 定 出 两 个 方向 : 
dt 1 


称 为 特征 方向 . 解 常 微分 方程 (4.1.3), 得 到 两 族 直线 : 
(4.1.4) Z 一 at 一 cl，Z 十 at 一 co2) 


称 为 特征 . 
在 研究 波动 方程 的 各 种 定 解 问题 时 , 特征 起 着 重要 作用 . 例如 , 我 们 用 v 洛 
特征 的 偏 导数 表示 它 沿 z,t 的 偏 导数 , 则 
2v D21 2v D2v 
Di2 于 (过 量 “ER 吧 于 
d27 加 21 2v D27 
5 一 55 “55 


于 是 方程 (4.1.1) 化 为 


cl Dc2 
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从 而 其 通 解 为 

4 一 户 (cl)+ 户 (cz) = 万 (z 一 ob 十 户 (z 二 at). 
如 果 在 = 轴 的 初 值 为 
(4.1.5) u(z;,0) = po(z),ut(z,0) = pli(z)， -oo <z < oo， 


则 可 以 定 出 万 , 户 , 从 而 得 
4.1.6 起 三 上 t 将 d 
(4.1.6) wz 昌 = 5potz+ 风 +woz 一 ab+ 翅 人 oa(6d5 


这 是 熟知 的 达 朗 贝尔 ( d'Alembert) 公式 . 

公式 (4.1.6) 告诉 我 们 , v 在 点 (zo,to) (to > 0) 的 值 仅 依赖 于 初 值 函数 
2o(z)，pl(z) 在 区 间 [zo - ato,zo + ato] 的 值 , 与 区 间 外 的 初 值 无 关 , 故 称 [zo -- 
ato,Zz 十 ato] 为 点 (zo,to) 的 依存 域 . 其 实 , 区 间 [zo - ato,zo + atol 上 的 初 值 不 只 
确定 w(zo,to), 而 且 确定 了 在 以 (zo - ato,0), (zo + ato,0),(zo;t 如 ) 为 顶点 的 三 
角形 域内 的 值 , 故 称 此 三 角形 域 为 区 间 [zo - ato,zo + ato] 的 决定 域 . 

显然 , 为 了 得 到 点 (zo， 加) 的 依存 域 , 只 需 通过 (Zo,t 如 ) 作 两 条 特征 , 它们 与 zx 
轴 截 出 的 财 区 间 即 是 . 为 了 得 到 区 间 [zo - ato,zo 二 ato] 的 决定 域 , 过 {(zo 一 ato,0) 
作 第 一 特征 (斜率 为 正 ), 过 (zo + ato,0) 作 第 二 特征 (斜率 为 负 ), 它们 交 出 的 三 
角形 域 即 为 决定 域 (参看 图 1.1(a))， 


Co,to) 
影响 域 
决定 域 X 十 Qt 一 Xp X 一 Gf=20 
20 一 坟 依存 域 X0 士 GL 0 
(a) (b) 


图 1.1 


从 公式 (4.1.6) 还 看 出 , 对 z 轴 上 任 一 点 (zo,0), 依存 域 包含 (zo, 0) 的 一 切 
(z,t) 的 集合 恰好 是 以 (zo,0) 为 顶点 , 过 (zo;,0) 的 特征 zx--ot = zo 和 xz 十 at= 
zo(t > 0) 为 边 的 角形 域 , 称 之 为 (zo,0) 的 影响 域 (参看 图 1.1(b)). 


1.2 显 格式 
现在 构造 (4.1.1) 的 差分 通 近 . 取 空 间 步 长 上 和 时 间 步 长 r, 用 两 族 平行 直线 
了 3 一 IJ 一 入 ， 了 =0, 士 1, 土 2,…… ， 


上 一 如 一 TT， 及 一 0,1)2.…. 
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作 和 矩形 网 格 . 于 网 点 (zj 如) 用 Taylor 展 式 , 得 


U(Zj+1)t) 一 2u(zZi) 如) 十 &(Z7-1:tn) 


= 了 t) 十 OO 《二 下 


7 
UL 人 ( TD 一 2u(zji 如) 十 (Zit 如 -1) 
玖 一 全 让 和 一 Witt(Zjitn) 十 本 瑟 2u(zit)+O 人 (r 


将 wzz(zji 如)，utt(Z 放 如 ) 代 和 波动 方程 , 得 


tZI 1) 2 人 (Zhi | 十 (zj 让 


克 过 
二 UL(ZJ+1L tn) 5 tn) 十 2&( Zi-1 tn) 插 的 (z) ， 
其 中 
2 
(4.1.7) 刀 ; () 三 本 和 (3 人 tn ) 一 马 UL(Zh， 中)) +O (4 +j) 


是 截断 误差 , > = any/r 是 网 比 . 含 去 RR" (u)， 则 得 差分 方程 : 


各 二 有 一 2 十 
国 人 2 2 十 2 3271 一 2 十 21 
(4.1.8) 和 

下 万 2 


下 王 遇 土 ]. 土 2 页 兰 -人 2 
这 里 2 表示 于 (zj 如 ) 的 近似 值 . 初始 条 件 用 下 列 差分 方程 代替 : 
(4.1.9) 一 一 po(zjh)， 


咏 
一 p1(2)， 


人 
(4.1.10) : 





显然 ， (4.1.8) 的 截断 误差 的 阶 是 O(r2 + 12),， 而 (4.1.10) 的 截断 误差 的 阶 仅 为 
O(r). 为 了 提高 精度 , 也 可 以 用 中 心 差 商 代 替 w, 得 
从 一 1 了 1 


( 革 11 ， ra 一 pl(zj). 





于 (4.1.8) 令 m= 0, 又 得 


1 _oD，0 一 1 0 Do0 0 
好 一 2 十 UL 一 2 十 朵 -1 
2 到 2 
7 ) 


消去 好, 则 


2 
(4.1.12) u 一 可 [po(zji- 十 Yo(tzi+1 儿 十 (一 关 )po(z1) 十 7TP1(Z7) 
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利用 (4.1.9), (4.1.10) (或 (4.1.12)) 可 算出 初始 层 (” = 0) 及 第 一 层 (n” = 1) 各 网 
格 节点 上 的 值 . 然后 利用 (4.1.8) 或 


(4.1.13) (二 二 201 一 六 ) 好 一 好 ， 


就 可 逐 层 算出 任意 网 点 的 值 . 
(4.1.8) 是 显 的 三 层 差 分 格式 , 节点 分 布 如 图 1.2. 


一 一 一 40 一， 0<7<1 0<t 和 了， 
bt 
(4.1.14) (DZ， 0) = po(zZh at(T， 0) 一 1 (zh， 


u(0, 明 一 ab wu 人 (0= 有 (. 
这 时 取 产 = /7 r=T/N. 除 (4.1.8) 一 (4.1.10) 外 , 再 补充 边 值 条 件 
(4.1.15) 好 一 a 人 nr),zz 一 G(nr)， 
1.3 ”稳定 性 分 析 


像 抛 物 方程 一 样 , 造 出 差分 格式 后 , 要 检验 它 是 否 稳定 , 在 什么 条 件 下 稳定 ， 
这 是 差分 方程 理论 的 基本 问题 

为 了 引用 第 三 章 判别 稳定 性 的 方法 , 我 们 把 波动 方程 (4.1.1) 化 成 一 阶 微分 
方程 组 , 相应 地 把 三 层 差 分 格式 (4.1.8) 化 成 两 层 差分 格式 .一 种 简单 的 做 法 是 
引进 变量 v = 2， 于 是 (4.1.1) 化 为 


但 对 于 构造 差分 逼近 , 更 常用 的 方法 是 引进 变量 岂 二 om 将 (41.) 化 为 


V Duw Du ov 
(4.1.16) 三 一 5 可 一 二 
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大 令 避 = (wa) ， 


则 (4.1.16) 可 写成 为 


OU OU 
(4.1.17) 2 4 一 0. 
相应 地 , 将 (4.1.8) 写成 等 价 的 双 层 差 分 格式 : 
人 一 地 _ 0 一 27 
厂 》 
(4.1.18) 
一 
一 忆 9 
T 凡 
其 中 亿 多 一 亿 十 1 包 十 1 
ee 
了 克 天 


现在 用 Fourier 方法 分 析 (4.1.18) 的 稳定 性 . 为 此 , 考虑 具 周 期 边 值 条 件 的 
混合 问题 . 按照 第 三 章 83, 以 


01 一 Wexp(iazyh， 


一 Yexp(iazy) 
(a = 2pr/i= V-T) 代 到 (4.1.17), 消去 共同 因子 exp(iazj) 和 exp (ia -3)， 得 
Vn+1 一 2ir (im 子 TV 一 T， 


-2ir (sin 玖 到 十 全 11= 克 ， 
或 


其 中 


Ge( 玫 )-( 5) (mm) 


为 增长 矩阵 , r = ar/ 为 网 比 . 由 第 三 章 命题 4.1, 差分 格式 (4.1.18) 稳定 的 充分 
必要 条 件 是 矩阵 族 
{G"(0)} (0<g<mm=12…) 
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一 致 有 界 . 

注意 G(6) 的 特征 方程 为 
(4.1.20) X2 一 (2--c2)A+1L= 0， 
它 的 根 按 模 < 1 的 充 要 条 件 是 ( 见 第 三 章 84 习题 1) 


12 一 | 入 2， 


即 > 和 1. 这 是 差分 格式 稳定 的 必要 条 件 -一 von Neumann 条 件 . 
方程 (4.1.20) 的 二 根 为 


Xi as 二 (2 一 c2) 士 ileclV4-=c2]， 


故 
| 和 Al 一 Xz| 一 lclV4 一 c2. 
又 因 C2 = 4r2 sin2 0 4， 故 入 2 二 二 | 一 | 和 Xz| 一 1 ， 从 而 
| 芝 奈 
另 一 方面 ， 
二 
1 一 C ic 
Cr 一 二 (和 1 十 X2z)T 二 2 1 
2 ic 一 二 c2 
2 
其 F- 模 为 


1 1 。\ 乞 
|e- SR xz 三 讽 (2+ 5 2 
2 2 


为 使 第 三 章 84 定理 4.3 推论 中 的 条 件 (6) 成 立 , 只 需 存 在 M > 0 使 





和 
(4.1.21) ldl (2 二 5 ) 二 


上 式 当 r < 1 时 显然 成 立 . 若 "= 1 则 当 9 = 7 时 , c? = 4 上 式 右 端 为 0, 不 等 
式 (4.1.21) 不 成 立 , 故 应 要 求 r < 1 
总 之 , 差分 格式 (4.1.18) 稳定 的 充 要 条 件 是 网 比 


(4.1.22) 并 


注 1.1 其实 r=1 时 ,G(b) 于 0= 本 有 重 根 Ni = Xa = -1, 上 且 初 等 因子 
的 次 数 等 于 2, 因此 有 相似 变换 S, 使 
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从 而 


(一 业 (一 1)" 一 1m 了 加 5 
C (5) = =| (in |s 人 


这 表明 Gm (5) 无 界 , 所 以 > = !1 时 格式 (4.1.18) 不 稳定 , 但 它 关 于 m 是 线性 增 


长 , 所 以 也 称 线性 不 稳定 . 如 果 方 程 的 解 充分 光滑 , 则 差分 烙 式 截断 误差 的 阶 达 
到 2, 按 第 三 章 定理 2.1 的 证 法 仍 可 证 明 差分 解 收敛 (参看 [31]). 

稳定 性 条 件 (4.1.22) 有 一 直观 几何 解释 . .从 方程 0 看 出 , 4 依赖 前 两 
层 值 4 人 1， 二 "2 这 四 个 值 又 依赖 时 凡 区 1 和 一 3， 一， on 人 


和 好 -1 好， 依 此 类 扒 可 知 必 最 终 依赖 初始 层 m = 0 上 的 下 列 值 : 


0 0 0 0 0 
了 7 一 mn， 25 一 mm 十 1 二 7 3 也 证 交 一 1， 了 7 十 ma， 


因此 称 z 轴 上 含 于 区 间 [zi zi+n] 的 网 点 为 差分 解 好 的 依存 域 , 它 是 z 轴 上 
被 过 (区 的 两 条 直线 


刀 
克 一 克 一 士 了 人 一 如 ) 


截 下 的 区 间 所 畴 盖 的 网 域 . 注意 过 (z, ,已 ) 的 两 条 特征 为 zz, = +alt 一 tu) 差 
分 方程 稳定 性 的 必要 条 件 为 r& 1 或 


了 /六 去 ES 


可 见 差分 方程 稳定 的 必要 条 件 是 : 差分 解 的 依存 域 必 须 包 含 微 分 方程 解 的 依存 
域 , 否则 , 差分 方程 不 稳定 . 

现在 利用 依存 域 的 概念 证 明 : 当 7 > 1 时 差分 解 不 收敛 ， 如 图 1.3, > > 1， 
微分 方程 解 的 依存 域 [P',Q4] 大 于 差分 解 的 依存 域 [P,Q@]. 固定 (zj 如 ), 让 网 格 
步 长 变 小 , 但 网 比 * 保持 不 变 , 则 依存 域 [P,,Q4,[P,@] 不 变 . 显然 , 若 改变 区 间 
(P,P) 和 (Q@,Q') 上 的 初 值 , 但 [P,Q] 上 的 初 值 不 变 , 则 w(zi 如 ) 可 取 不 同 值 , 而 
好 当天 一 Or 一 0 时 (固定 不 变 ) 是 一 串 确定 的 数列 ， 它 不 可 能 收敛 到 不 网 的 


UL 人 (ZJ tm) 


(加 
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总 之 我 们 知道 , 当 > < 1 时 , 差分 方程 稳定 , 因而 差分 解 收敛 (参看 第 三 章 
82). Courant 等 曾 证 明 > = 1 时 差分 解 仍 收 敛 , 但 要 求 有 更 光滑 的 初 值 (参看 注 
1.1 及 [31]). 习惯 上 也 称 r 和 1 为 Courant 条 件 或 CFL 条 件 (Courant-Friedrichs- 
Lewy condition). 


1.4 隐 格 式 


为 了 得 到 人 恒 稳 定 的 差分 格式 ,用 第 m”-1 层 . 层 .m+1 层 的 中 心 差 商 的 权 
平均 去 通 近 wzz 得 到 下 列 差分 格式 ; 


一 2 十 人 


一 2 十 2 
(4.1.23) 0 L1 二 


了 2 
一 22 十 1 
227 十 7 1 
2 


也 一 1 亿 一 1 名 一 】 


九 2 


人 0 入 0 和 1 是 参数 . 当 6 = 0 时 就 是 显 格式 (4.1.8). 实际 有 兴趣 的 参数 是 
b = 二 1 此 时 差分 格式 可 化 为 


(1 _ 20)-t 





om -让 _ 0 本 0 0 
(4.1.24) 2 
一 4 5 一 邮 ， 
其 增长 矩阵 为 
工 一 c2/4 ic 
CG(b) = 和 瑟 ，c 一 2rsin0. 
1+cz/4 1I+cz/4 


可 以 证 明 ，G() 的 特征 值 按 绝对 值 等 于 1, 且 G 是 本 矩阵， 因此 G 的 欧 氏 模 
1Gl = 了 从 而 矩阵 族 {Gn"(6)} 一 致 有 界 , 故 (4.1.22) 恒 稳 定 . 


1.5 ”数值 例子 

求解 
ttt 一 ror 0<IT< 1，t 上 >0， 
是 有 二 和 0 


u (Z,0) = sin 4rz,aut (zz,0) 一 sin8rz， 0<zZ<1. 


(精确 解 : v = cos 4rt sin 4rz + (sin 8rrt sin 8rz)/8rr) 
取 空 间 步 长 六 = 1/J, 时 间 步 长 r > 0, 网 比 > = r/ 访 . 
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显 格式 为 


7 一 2u? 十 和 2 二 
1 
40 三 4 一 0， 
7 一 Sin 4TZ7 2 一 Sin 4TZi 十 TSin 8T7 
方案 I 户 = 1/400 = 0.002 5,，r = 1/500 = 0.002, 此 时 > = 4/5， 计算 
t = 1,2,3,4,5 的 差分 解 . 
方案 工 九 =T7= 1/400 = 0.002 5, 此 时 > = 1. 计算 夺 = 1,2,3,4,5 的 差 
分 解 . 
表 1.1 列 出 方案 LI 的 差分 解 的 误差 阶 . 从 表 中 看 出 , 方案 工 的 精度 比 工 高 
很 多 , 这 是 因为 格式 当 ” = 1 时 截断 误差 有 最 高 阶 O (id) ,r 关 工时 截断 误差 的 
阶 为 O (j2) (参看 节 1.2 的 (4.1.7)), 且 时 间 层 数 受 条 件 nr 和 5 限制 . 


ES 是 了 表 1.1 










国人 
误差 阶 | 1.0x10- 1.0x10-3 1.0x10-3 | 1.0x10-3 
1.0xl0-13 | 1.0x10-13 | 1.0x10-B | 1.0x10-33 






1.0x10-3 
1.0x10-13 





习 题 


1. 就 二 维 波动 方程 导出 显 格式 , 并 给 出 稳定 性 条 件 . 

2. 证 明 格 式 (4.1.24) 恒 稳 定 ， 

3. 取 初 值 wj = (一 Di 和 = 0, 网 比 > = ar/ 彤 = 1. 求 差分 方程 (4.1.18) 的 解 , 并 用 
计算 机 验证 . (答案 : v? = (--1)?"+1(1 一 2m)， 7 一 (一 1)"+12n.) 

4. (实习 题 ) 利用 差分 格式 (4.1.8)-(4.1.10) 求 下 列 波动 方程 混合 边 值 问题 的 解 ; 


2 92u 
52 一 亢 2 二， 0<Z<l:t> 0， 
Du 
tt=o 一 Sin TXT， 一 一 一 cosTZT，0<2<1， 
et |;-0 


u(0, 昌 一 u(1 明 =0，t>0. 


(精确 解 = sinr(z 一 加 二 sinr(z 十 困 ) 

(1) 取 = 0.05, 疡 = 0.1, 计算 上 = 0.5，1.0，1.5，2.0 的 解 . 

(2) 取 了 三 彤 = 0.1, 计算 上 = 0.5,1.0,1.5, 2.0 的 解 . 

5. (实习 题 ) 利用 差分 格式 (4.1.8)-(4.1.9)，(4.1.12) 重复 题 4 的 计算 , 比较 计算 结果 . 
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从 本 节 起 , 我 们 讨论 一 阶 线性 双 曲 方程 组 的 差分 解法 . 由 于 构造 差分 格式 与 
偏 微分 方程 的 特征 及 解 的 性 质 有 关 , 所 以 在 讨论 数值 解法 之 前 , 先 回 顾 一 下 双 曲 
方程 组 的 某 些 基本 概念 (参看 [3]). 


2.1 双 曲 型 方程 组 及 其 特征 


设 有 含 半 个 未 知 明 数 二 = (az 四 ,un(z 尹 ) 和 了 个 方程 的 一 阶 线性 偏 
微分 方程 组 : 





(4.2.1) Ti(u) = 》, b5 于 外 人 = ci，1i =1, 2 ,nm， 


其 中 0 = bi(ztb,aii = aiji(z;t 及 ci 一 ci(zZt) 都 是 域 G 上 的 光滑 吨 数 . 采用 
抢 阵 、 问 量 记号 


怪 = (bi)nxn 人 一 (ai )nxnmi 


cc 一 (clco co) ， 
将 (4.2.1) 写成 
(4.2.2) 工 ( 刀 ) = 已 二 十 4 款 一 


假定 矩阵 吾 有 逆 , 则 不 失 一 般 性 地 可 设 吾 = 工 ( 单 位 矩阵 )， 只 考虑 如 下 形式 的 
方程 组 : 


(4.2.3) 一 二 4- 一 =c. 


定义 2.1 我 们 说 (4.2.3) 于 点 (zi EG 是 (狭义 ) 双 曲 方程 组 , 如 果 短 阵 
4=4(zti 有 7 个 实 的 互 异 特征 值 


(4.2.4). Al(Zit) < 和 Xz(Z,t) < … .< 和 Xn(Z)t). 


假若 (4.2.3) 于 每 一 点 (zt e G 为 双 曲 , 则 说 它 是 G 上 的 双 曲 方程 组 . 
本 节 总 设 (4.2.3) 是 双 曲 方程 组 , 行 向 量 


(4.2.5) 14)(z, 四 ,En)(z，t) 
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是 和 矩阵 4 相应 于 Xi, Xz,…… ,》n 的 左 特 征 向 量 系 , 即 

[4 一 和 Xi，i=1 2 7. 
用 109) 左 乘 (4.2.3) 两 端 , 得 
(4.2.6) ZLDu 十 Xiguz 一 Tc，1 一 1 2 
设 1 = (生生 ,7 介 ), 则 (4.2.6) 即 


(4.2.7) 六 负 ( 阅 + Xi) = 2 ci， 一 1,2,…. ,nm. 
和 1! 


在 zt 平面 域 G 内 各 点 作 m 个 方向 


(4.2.8) dt :dz 一 1:》i 

或 

(4.2.9) TY 军 二 :并 2 一 1 ,2,……. ) 7 
则 沿 一， 


(全 ) _ 
dt bt 


于 是 将 (4.2.7) 化 成 常 微分 方程 组 : 
(4.2.10) 2 (中 -二 9 0 


由 (4.2.9) 确定 的 m” 个 不 同方 向 称 为 特征 方向 ; 由 特征 方向 确定 的 ” 族 曲线 , 称 
为 特征 曲线 , 简称 特征 . 沿 每 一 特征 , 方程 组 (4.2.3) 化 成 常 微 分 方程 组 (4.2.10)， 
称 为 原 方程 的 特征 关系 . 在 特征 上 成 立 的 特征 关系 万 是 利用 特征 概念 研究 双 曲 
方程 的 基础 . 

特征 关系 (4.2.10) 的 每 一 方程 , 只 出 现 未 知 冰 数 沿 同一 方向 的 导数 和 
还 可 进一步 化 简 , 使 每 个 方程 只 出 现 一 个 函数 的 方向 导数 . 因 


1 (党 ) (时 本 (上 
NA ”\d 
TY T1 





他 
(4.2.11 ) 一 1 人 (2Z 贡 一 全 ai， 
I=1 
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则 可 将 (4.2.10) 化 成 


刀 (?) 
”7 AN 二 (1) d/; 
( 宇 ) = 豆 如 (re 下 


由 于 (4.2.11) 右 端 系数 定 阵 了 王 (5 有 逆 一 一 Ah = 0 故 了 记 可 
通过 9 一 (Frl1,r2，- 人 和 表 为 


1 一 》 7 和 7 大 7 天， 有 : 人 2 也 
k=1 








于 是 


好 


(1) 
dr 人 d ， _ 
(4.2.12) ( 二 ) = - 1 十 > ( 这 TIKrKE， 1 一 雪 2， ) 爷 . 


这 样 就 把 (4.2.10) 化 成 了 对 角 方 程 组 (4.2.12)， 新 变量 rili = 1,2,.… ,m) 称 为 
Riermann 不 变量 . 
当 系 数 和 矩阵 4 为 稼 算 阵 (因而 与 zt 无 关 ), 且 右 端 ci = 0 时 ,(4.2.12) 








简化 为 
全 
可 见 rm 沿 特征 本 
下 一， 一 2 
是 常量 . 
例 2.1 波动 方程 (4.1.1) 可 化 成 一 阶 方程 组 : 
(4.2.13) -- 4z 二 了 


4 人 中 
0 0 


其 中 心 = (ww)TI. -4 的 特征 方程 为 X2 -~ a2 = 0, 有 二 互 异 实 根 士 a, 故 (4.2.13) 
是 双 曲 方程 . 特征 是 两 族 直 线 xz- aot = cl,z + at = cz. 特征 关系 为 


dy dzw 
RE 沿 z 一 at=cl 
d7 du， 、 
-一 十 一 -一 0 并 t 一 Co2， 
下 + 本 =0， 泊 z 二 坟 一 0 


由 (4.2.11) 定义 的 Riemann 不 变量 为 


7 二 1 一 孔 ，12 一 1 十 人 切 . 
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于 是 (4.2.13) 可 写成 Riemann 不 变量 形式 : 
oOrl 旦 Dr] Dro Dro2 


区 pr， 
显然 沿 z-at=ecl 等 于 常数 ,rz 沿 z+at = ca 等 于 常数 , 因此 
r1 一 站 zz 一 at)，r2 一 9g(Z 十 at). 
从 而 
o= zjtz 一 o+gz+o) 
富有 -5(fe 0 


例 2.2 考虑 在 静止 气体 中 小 扰动 (声音 ) 传播 所 满足 的 方程 组 : 


(4.2.14) 00 
op 十 Du aa 0 
2 pr 


其 中 尽 和 p 分 别 表示 扰动 后 的 质点 速度 及 密度 , po 及 co 表示 静止 气体 的 密度 
和 音速 (oo,co 都 是 正常 数 ). 
包 
4 = Ap0 ] 》 
po 0 


现在 
其 特征 值 为 co, 所 以 (4.2.14) 是 双 曲 方程 . 特征 是 两 族 直线 > 一 cot = cl,z+cot = 
C2， 特征 关系 为 
dd dp 


Am 下 十 % 下 二， 沿 > 一 cot = cl， 
dv dp 
pm 一 -zz =(0， 沿 z 十 cot = cz2， 


Riemann 不 变量 为 
7l 一 0 十 cop， 72 三 100 一 co0. 
rl 沿 z 一 cot = cl 等 于 常数 , rz 沿 z + cot = ca 等 于 常数 . 
2.2 Cauchy 问题 、 依 存 域 、 影 响 域 和 决定 域 
考虑 双 曲 方程 组 (4.2.3) 的 如 下 Cauchy 问题 : 在 线段 


下 让 0，6 入 ZI 往 D 
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的 一 邻 域内 , 求 (4.2.3) 的 解 wz = (ua(z ,un(z 四 ) 工 在 五 玉 上 取 给 
定 的 初 值 wo(z), 即 


(4.2.15) u(z,0) 一 oz),zeE 五 天 . 


由 于 z 轴 的 方向 (dz, dt) = (1,0) 不 是 特征 方向 ( 因 -co < Xi < oo = 1,2……， 
n), 所 以 Cauchy 问题 适 定 , 即 在 五 玉 一 邻 域内 有 唯一 解 , 且 解 连续 依赖 初 什 
(参看 [3]). 

现在 讨论 解 与 初 值 的 关系 . 我 们 称 由 


dz 
二 = 


确定 的 曲线 族 为 第 族 特征 . 由 常 微分 方程 理论 知道 , 同族 特征 不 相交 , 所 以 过 
任 一 点 恰 有 m 个 不 同 特征 经 过 . 又 z 轴 人 = 0) 方向 不 是 特征 方向 , 对 任 一 点 
已 =(zbt >0), 取 过 己 的 两 条 特征 





dr 

Tm : 一 An(D， t) 一 Amax， 
dz 

7T1 : 本 一 和 Al(Z,Tt) 一 和 


假定 它们 与 zx 轴 依 次 交 于 六 和 到. 曲线 段 PE 咏 和 已 忆 与 直线 段 六 严 半 成 
一 曲 边 三 角形 , 如 图 2.1(a) 所 示 . 显然 过 已 的 m 条 特征 随 守 递减 , 都 和 z 轴 交 于 
五 玉 . 现在 从 尸 出 发 沿 特征 ( 按 上 减 小 方向 ) 积分 常 微分 方程 组 (4.2.12), 则 知 
Riemann 不 变量 > = (rarz，…… ,rn), 从 而 凿 = w(z 光 于 己 的 值 只 和 已 疡 上 的 
初 值 有 关 . 称 这 样 的 线段 为 点 书 的 依存 域 . 又 曲 边 三 角形 已 P 己 于 成 的 区 域 G 
内 任 一 点 的 wz 也 由 互 玉 上 的 初 值 唯一 决定 , 故 G 称 为 只 忆 的 决定 域 . 
同时 也 看 出 , 线段 QiGs (图 2.1(b)) 上 的 初 值 , 随 上 增加 可 影响 到 上 半 平 面 过 @ 
的 第 一 特征 与 过 Qs。 的 第 ” 特征 之 间 的 区 域 中 任 一 点 , 但 不 影响 其 他 点 , 故 称 之 
为 QiQ: 的 影响 域 . 





PG 昌 
二 影响 域 珊 
决定 域 下 =1， 了 =1 
P 依存 域 已 2 吃 
(a) (b) 
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2.3 ” 初 边 值 问题 
为 简单 计 ， ee 4 的 如 下 对 角形 方程 组 : 


O 
元 十 六 到 = 矿 ， 
(4.2.16) 


OV 
和 十 Xe 富 ss 


其 中 Ai < 入 2; 石 一 ai 十 Di 十 ci 三 12. nn 我 们 规定 特征 
的 正 向 是 指向 土 增 加 的 方向 . 过 (z, 的 任 一 非特 征 方向 a 说 是 时 问 的 , 如 条 a 
或 -a 介 于 过 此 点 的 两 正 特 征 方向 之 间 , 否则 就 说 a 是 空 向 的 (参看 图 2.2). 





岁 2.2 
在 it>0 和 0<z<1! 求 方程 (4.2.16) 的 解 ww 满足 初始 条 件 
(4.2.17) ukz,0) =Wo(z)， v(z,0) =vo(z)， 0 入 了 苹 ? 


和 适当 的 边 值 条 件 , 使 解 存 在 、 唯 一 . 如 何 给 边 值 条 件 才 是 恰当 的 ? 这 里 我 们 只 
作 一 粗略 但 颇 有 启发 性 的 分 析 , 严格 论证 就 不 给 了 , 有 兴趣 的 读者 可 参看 偶 微 分 
方程 的 专门 著作 (例如 [3]). 

先 设 方程 的 系数 是 常数 , 上 且 右 端 卢 = 0(i = 1,2). 此 时 两 族 特 征 都 是 直 特 征 ， 
方程 (4.2.16) 可 积分 , 得 


wu(Z) 加 = 常数 , 当 z 一 Nat=cl， 
uv(z, 加 一 常数 , 当 z 一 Xot = ec2. 
设 G:0<z<1t>0. 分 三 种 情形 (参看 图 2.3): 
(i) Xz > Xi > 0. 此 时 随时 间 上 递增 , 两 族 特 征 由 左边 界 (z = 0) 进入 G, 由 
右边 界 (z = 小 离开 G ( 垂 线 z = 0 和 z = ! 是 空 向 ). vv 在 G 的 性 质 与 左边 值 
有 关 , 与 右边 值 无 关 , 故 风 v 的 边 值 条 件 应 给 在 左 端点 , 即 


utf(0,t) 一 2o( 芭 ， 人 0， ti) 一 vo(t). 


82 ”一 阶 线性 双 曲 方程 组 . 165 . 


图 2.3 
(ii) Al < Xz <0. 与 (类似 ( 重 线 zx=0 和 zz=/ 也 是 空间 )， 凡 和 ?的 边 值 
条 件 应 给 在 右 端 点 , 即 
和 (有 过 全 ( 夫 ， 


(iii) Al < 0 < Xa, 此 时 第 一 族 特征 由 右边 界 进入 G, 第 二 族 特 征 由 左边 界 进 
入 G ( 重 线 z=0 和 z=! 是 时 问 ), 故 边 值 条 件 应 给 成 : E 


(1， t) 一 也 1 ()， z(0， t) 一 uUo{t)， 


虽然 上 述 结论 是 就 党 系数 和 章 右 端 情形 给 出 的 , 但 对 变 系 数 和 非 齐 右 端 也 
成 立 . 此 外 , 和 若 双 曲 方程 不 是 对 角形 的 , 则 可 用 节 2.1 的 方法 化 为 对 角形 方程 组 
(4.2.12), 然后 就 三 种 不 同情 形 对 Riemann 不 变量 mt = 1,2) 给 边 值 条 件 . 


习 题 
1. 试 求 下 列 初 边 值 问题 的 解 : 
Du ou 
二天 Q0<TZY<oot>0， 
az,0) 一 |z 一 1|，w(0,t) = 1. 


2. 试 求 下 列 初 边 值 问题 的 解 : 


1 01 

一 一 ] 十 2 闻 ) -一 一 不 
十 十 Z) 7 0，0<7z<oo， 上 >0， 
& 人 (Zr;,0) 一 (zh)， u(0,t) 一 1， tt>0， 

其 中 
1， 癌 六 几 志 1 
P(Z) 二 | 
0， 二 | 
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8$83 初 值 问题 的 差分 逼近 


双 曲 方程 与 椭圆 方程 .抛物 方程 的 一 个 重要 区 别 , 是 双 曲 方程 具有 特征 和 特 
征 关 系 , 其 解 对 初 值 有 局 部 依赖 性 质 . 初 值 的 吨 数 性 质 (如 间断 、 弱 间断 等 ) 将 沿 
特征 传播 , 因而 解 一 般 没 有 光滑 性 . 在 构造 双 曲 方程 的 差分 盘 近 时 , 应 考虑 这 些 
特性 . 迄今 已 发 展 了 许多 逼近 双 曲 方程 的 差分 格式 , 这 里 只 介绍 常见 的 几 种 , 有 
兴趣 的 读者 可 参看 文献 [9] 、[15] 、[28] 、[31). 


3.1 ”迎风 格式 
首先 考虑 线性 常 系数 方程 式 : 
人 U UL 
(4.3.1) 如 十 ar 三 必 . 


这 个 方程 虽 简单 , 但 对 我 们 构造 差分 格式 很 有 启发 . 我 们 的 主要 目的 是 构造 差分 
格式 , 因此 先 讨论 纯 初 值 问题 , 然后 在 84 对 初 边 值 问题 作 若干 注 记 . 
沿用 8$1 的 记号 , 作 (4.3.1) 的 差分 通 近 . 按照 差 商 代替 微 商 的 办 法 , 自然 有 


到 十 1 也 


也 


(4.3.2)， 二 十 = 0， 
1 十 1 一 记 有 电 有 一 开罗 
4.3.2 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
(4.3.2)2 全 0， 
tm 十 1 一 和 各 也 如 ，， 一 休 下 
432 =- 了 了 = 
人 )3 二 十 Q 7 0 


前 两 个 方程 截断 误差 的 阶 为 O(r + 如, 第 三 个 方程 是 O(r 二 j2). 
从 稳定 性 分 析 将 会 知道 , 这 三 个 格式 并 不 都 可 用 . 记 


(4.3.3) Fr 一 CT/ 认 . 

将 (4.3.2); ~ (4.3.2)s 改写 成 

(4.3.2)1 凤 ” 一 Ta 1 十 (1 一 7)uy， 

(4.3.2)2 2 一 (1 十 7)a 了 7 一 1 
至 人 

(4.3.2)3 啊 ” 一 好 十 IJ-1 一 45+1 
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按 Fourier 方法 , 以 好 = expliazj) (= V-lzy = 加 a 是 任意 实 参数 ) 代 到 
上 述 方程 , 消去 公 因子 , 分 别 得 

?3 十 1 二 (re 一 2 十 (1 有 7))on 二 ATVn 

unf+1 一 ((1 十 7) 一 re )on 一 X2tn， 


ont+l 一 (1 一 irsinap)on 一 Xaon. 


因为 js| = V1+r2sin oh 对 任何 > 关 0 都 不 满足 von Neumann 条 件 ,， 故 
(4.3.2)3 恒 不 稳定 . 其 次 , |Ai| 科 1 等 价 于 汪 入 r, 即 


(aT/ 户 )? 入 (ar/ 疡 )， 
故 (4.3.2)1 稳定 的 充 要 条 件 是 
(4.3.4) a> 0， 品 E 
同 理 , (4.3.2)2 稳定 的 充 要 条 件 是 
(4.3.5) ax 和 0， 了 < 
这 说 明 a > 0 时 只 有 (4.3.2)1 可 用 , ac 和 0 时 只 有 (4.3.2)> 可 用 . 
现在 我 们 用 特征 性 质 说 明 这 些 格式 及 其 稳定 性 条 件 . 注意 (4.3.1) 的 特征 为 
dz/dt 一 a， 


特征 关系 是 

du/dt 王 0. 
设 已 知 va? 1， 要 造 出 好 的 计算 公式 ， 如 图 3.1, 过 囊 (jm +1) = 
(Rn 二 1)r) 作 特征 ,斜率 为 dt/dz = 1l/a. 当 a > 0 时 , 特征 偏 左 ,与 直线 
t 一 如 =mT 的 交点 @ 位 于 Qo(n) 左 侧 . v 沿线 段 瓦 G 等 于 常数 , 故 由” = 
Po = u@-. 利用 Q_iQo 作 线 性 插值 , 得 


WUQ Aue QQ9o+uwoo( 六 一 QQo))/ 
一 (1 a7T 十 2( 产 一 aT))/ 
一 Tu 1 十 (1 一 7)u7 
这 就 是 (4.3.2)1 或 (4.3.2)1. 稳定 性 条 件 (4.3.4) 的 第 二 个 不 等 式 意味 着 Q 应 落 


在 Q-+Qo 之 间 , 即 差分 方程 的 依存 域 包含 微分 方程 的 依存 域 . 类 似 的 解释 也 适 
用 于 ac < 0, 此 时 过 古 的 特征 偏 右 , 与 土 = 如 的 交点 Q 落 在 Go 右 侧 .利用 
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Qo, Qi, 作 线 性 插值 便 得 到 we, 从 而 得 出 好 + , 这 就 是 (4.3.2)? 或 (4.3.2)2. 这 说 
明 差 分 格式 (4.3.2)1, (4.3.2)? 与 特征 走向 有 内 在 联系 , 

用 同样 思想 可 构造 变 系数 方程 式 
志 十 an) 二 = 一 0 


的 差分 格式 . 此 时 a 可 能 变 号 , 因此 相应 的 格式 为 


2 一 公有 ML 一 W_ 


人 若 a >0， 
(4.3.6) 

P 十 1 人 人 WA 一 t 

“ 二 +oi 一 一 =0， 若 oj<0， 


其 中 oz = a(z7) 

这 是 变 系 数 方程 , 为 了 导出 稳定 性 条 件 , 用 局 部 固定 系数 法 或 视 变 系 数 为 常 
系数 法 , 即 把 oj 看 成 与 下 标 无 关 , 再 用 Fourier 方法 , 同样 得 到 条 件 (4.3.4) 及 
(4.3.5), 只 不 过 用 oi 代替 那里 的 a 就 是 了 . 

将 (4.3.4),(4.3.5) 统一 写成 


(4.3.7) 一 max|aj| 裤 二 : 
彤 7 


不 难 证 明 ,(4.3.7) 是 (4.3.6) 稳定 的 充分 条 件 . 实际 上 , 将 (4.3.6) 与 成 形式 (4.3.2)1， 
(4.3.2)2, 其 中 = (r/ 四 ai. 由 条 件 (4.3.7), 知 (4.3.2)1，(4.3.2)2 右 端 系数 非 负 . 当 
ai > 0 时 ， 
lw 和 | 和 rw + 一 lw? < 和 1"1， 

当 oj 系 0 时 ， 

lu 和 | 和 (1 十 7) 中 十 ( -lw < 12Z7"1， 
其 中 Un 是 以 好 为 分 量 的 向 量 . 总 之 , DZ"+illw < 1Z?|l。. 这 说 明 (4.3.6) 稳 
定 ，. 
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按照 气体 力学 的 含义 (a(z) 表示 气流 速度 ), 称 (4.3.6) 为 迎风 格式 (Upwind 
Scheme). 迎风 格式 也 可 推广 到 线性 双 曲 方程 组 . 

设 有 线性 双 曲 型 方程 组 : 
(4.3.8) 一 一 十 晤 2 


设 Xi < Xz? <…< 》Xm 是 矩阵 4 的 特征 值 , !0)，…… ,1 是 相应 的 左 特 征 向 量 . 
像 32 那样 , 用 !9) 左 乘 (4.3.8), 则 得 特征 关系 : 


Do 人 站 
Re 放 (如 +X 训 了 ) = 大， 一 12 7970. 
记 入 = Xi(zjh)， 


WU 一 &K 7 一 1 
入 ij 人 若 入 订 之 0， 


(4.3.10) 入 订 和 会 ”Ri 
也有 一 记忆 ， 
)g 一 并 这， 若 Aij < 0， 
则 通 近 (4.3.9) 的 迎风 差分 格式 是 
7 一 24 we 
(4.3.11) 人 (全 十 MaA' 喇 =》 总 ji 
K=1 大 =1 


其 中 庆 = 1 2 7myl = 太 )(zj). 稳定 性 条 件 仍然 是 
(4.3.12) IF /jl 和 1，1=12… ,mm， 了 = 0, 士 1 ……. 


格式 (4.3.11) 是 Courant， Isaacson 和 Rees(1952) 提出 的 , 并 证 明了 在 条 件 (4.3.12) 
下 差分 解 对 光滑 解 的 收敛 性 
3.2 ”积分 守恒 差分 格式 


前 面 介 绍 的 迎风 格式 是 根据 特征 走向 造 出 的 回 前 或 向 后 差分 格式 . 现在 从 
积分 守恒 方程 出 发 构造 差分 格式 . 
所 谓 守 恒 方 程 是 指 如 下 散 度 型 偏 微分 方程 : 


8u af(ou _ 
(4.3.13) 下 


设 G 是 对 平面 任 一 有 界 域 , 据 Green 公式 ， 


// 二 + 天 ) azdt = /Cd 一 sd) 


.170 . 第 四 章 。” 双 曲 型 方程 的 有 限 差 分 法 


其 中 了 = 8G (取道 时 针 方向 ). 于 是 可 将 (4.3.13) 写成 积分 守恒 形式 
(4.3.14) 人 让 
和 


我 们 先 从 (4.3.14) 出 发 构造 熟知 的 Lax-Friedrichs 格式 . 设 网 格 如 图 3.2, 取 
G 为 以 40 +1lm, BIT+Ln+D,COG -1 +1l) 和 DO -1nm) 为 顶点 的 开 拖 
形 ,了 = 4B5CD4 为 其 边界 ( 取 逆 时 针 方 向 ), 则 


(4.3.15) 人 Gd -ada 莹 人 Codaz+ 上 人 Codz+ 人 1dt+ 人 了 dt. 


右 端 第 一 个 积分 用 梯形 公式 , 第 二 个 积分 用 中 矩形 公式 , 第 二 、 四 两 个 积分 用 下 
矩形 公式 , 则 由 (4.3.14), (4.3.15) 得 Lax-Friedrichs 格式 : 





1 
哆 十 1 
(和 -1 十 21 0 


于 2 
其 中 闻 = zj 好). Lax-Friedrichs 格式 截断 误差 的 阶 是 OUr + /2). 


(4.3.16) = 0， 


共 十 | 


图 3.2 


特别 当 太 = au 时 , Lax-EFriedrichs 格式 相当 于 (4.3.2)s 中 的 好 代 以 (ui 二 
ui;1) 的 结果 . 我 们 知道 , (4.3.2)a 恒 不 稳定 , 但 由 Fourier 方法 可 知 , Lax-Friedrichs 
格式 稳定 的 充 要 条 件 是 


jal7 


,3.17 去 
(4.3.17) 2 执 1 


若 在 上 述 推导 过 程 中 将 换 成 向 量 DJ = (wa …… ,um),7 换 成 回 量 了 = 
(万 ，… , 帮 )TI, 则 得 到 方程 组 的 Lax-Friedrichs 格式 . 

现在 由 积分 守恒 方程 导出 另 一 种 所 谓 盒 式 格式 (Box Scheme). 如 图 3.3, 取 
G 为 以 网 点 4(7m, B(n+lCO -En+1l 和 DO -1n) 为 顶点 的 矩形 , 下 
是 G 的 边界 . 此 时 积分 型 方程 仍 具 有 形式 (4.3.15). 右 端 各 项 积分 用 梯形 公式 近 
似 , 则 得 


也 一 刀 ” WP 十 1 本 1 人 _， 了 有 7 十 1 - 
(4.3.18) 二 五 二 万 -1 记 一 方 - 下 
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网 3.3 


特别 以 上 = au 代 人 , 并 令 r = r/ 几 得 
(4.3.19) (1 十 au) 十 (1 一 ar)un 人 ti = (1 一 ar)ur 十 (1 十 ar)uy 1， 


当 a > 0 时, 边 值 给 在 左 端 , 计算 由 左 向 右 进行 ; 当 a < 0 时 , 边 值 给 在 右 端 , 计 
算 由 右 向 左 进行 , 这 些 计算 都 是 显 的 . 用 Fourier 方法 还 可 证 明 (4.3.19) 恒 稳 定 . 
若 a 依赖 x, 则 用 7 一 3 代替 (4.3.19) 中 的 ac. 像 迎 风格 式 一 样 , 盒 式 格式 也 可 
用 于 双 曲 方程 组 . 此 外 , 若 视 (4.3.18) 是 在 〈zi-4 ,如 ++) 的 差分 逼近 , 则 截断 误 
差 的 阶 为 O(r2 十 j)， 


3.3 ”粘性 差分 格式 


粘性 差分 格式 的 构造 分 两 步 . 先 在 双 曲 方程 中 引进 一 带 二 阶 空间 导数 的 小 
参数 项 , 称 为 粘性 项 , 使 之 成 为 一 带 小 参数 的 抛物 方程 , 例如 
92 
页 5 = (E > 0); 
然后 构造 遥 近 相应 抛物 方程 的 差分 格式 . 自然 要 求 = 一 0, 当 r 一 0. 
许多 逼近 双 曲 方程 的 差分 格式 可 看 作 粘 性 差分 格式 . 例如 迎风 格式 (4.3.6) 
可 改写 为 


(4.3.20) 一 十 Q 


mn 十 1 名 殉 二 刀 呈 几 用 
昌 一 好 人 
地 了 2 中 四 9 林 万 2 ) 了 二 
一 区 
三 2 | 恩 2 CD 
或 写成 统一 形式 
(4.3.21) aa 人 和 241 十 她 -1 
三 “ 2 有 妃 2 


这 相当 于 下 列 带 小 参数 的 抛物 方程 的 中 心 差分 积 近 : 


(4.3.22) 生生 
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对 于 线性 双 曲 方程 组 (4.3.8), 设 4 = S4S-1,4 =diag(Ai,………,Xn) 是 由 4 
的 特征 值 组 成 的 对 角 和 矩阵 ， 则 可 将 膛 近 (4.3.8) 的 迎风 格式 写成 : 


刀 十 二 


ou 一 ai 1 六 一 十 蝇 4 
(4.3.23) > 人 可 S|l4|5 
其 中 |4|=diag(|Ali| ,……|Xn|). 
Lax-Friedrichs 格式 (4.3.16) 也 可 改写 成 : 
是 刀 2 WU 一 2407 十 1 
7 了 
可 看 成 是 带 小 参数 的 抛物 方程 : 


OU DO/ 用 D24 
0t ar 2r8zr2 
中 心 差 分 化 的 结果 , 网 比 r = r/h 固定 . 

比较 (4.3.22) 和 : (4.3.25) 可 知 , 小 参数 的 不 同 取 法 可 导出 各 种 不 同 的 差分 
格式 , 所 以 选取 小 参数 是 构造 粘性 差分 格式 的 关键 . 对 于 实际 问题 , 可 以 直接 取 
自然 粘性 项 , 也 可 以 根据 物理 上 的 某 些 考虑 构造 人 工 粘 性 项 . von Neumann 和 
Richtmyer 引进 的 粘性 项 就 属于 后 一 种 (参看 [28] 812.10). 现在 以 Lax-Wendroff 
格式 为 例 , 介绍 另 一 种 引进 人 工 粘性 项 的 方法 . 

为 简便 起 见 , 不 妨 设 (4.3.13) 中 的 了 = ju (不 显 含 z). 将 关于 时 间 变 量 


t 展开 , 有 
一 人 2 了 
Mt 一 2 加) 十 ( 动 “了 (过 
了 
利用 (4.3.13) 将 关于 + 上 的 偏 导 数 换 成 关于 zx 的 偏 导数 , 并 注意 


光 入 一 O OF 0 OHF 日 1 DO 7 翅 和 
人 页 二 三 -元 (四 灵 ) = 无 (Cr 区 )， 


(4.3.25) 


则 

ut(zjitti) = uai 如 ) - (下 ) Re | (加 下) 
然后 略 去 余 项 , 并 用 中 心 ee 民 的 偏 导 数 ， 则 得 Lax-Wendroff 格式 : 
(4.3.26) 一 一 (站 下 
1 [oj 二 Qj- 用 厅 一 庆生 ) 
其 中 ay = 斑 (aa+ 3 邮 ). 特别 , 当 o 是 常数 时 ,(4.3.26) 为 


1 7 TAN2? 二 
(4.3.27) 了 一 一 2 一 30 (ua 一 2 1) 十 7 (o) (21 一 2 十 4 一 1). 
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Lax-Wendrof 格式 可 看 成 是 带 粘 性 项 方程 


au 8f rr/，5f 
(4.3.28) 丈 十 更 一 了 三 (7 人 元 


的 中 心 差分 格式 .显然 , 格式 (4.3.26) 的 截断 误差 的 阶 是 O(r2? + 妇 2). 由 Fourier 
方法 可 知 (4.3.27) 的 增长 因子 是 


G=1-irasin(ojh) - (ra)2(1 一 cos(aj))， 


其 中 = /用 为 使 |G| < 和 1, 必须 且 只 须 ral < 和 1. 这 就 是 稳定 性 条 件 . 
为 了 避免 出 现 导 数 a = #( 由 , 在 网 格 中心 引 进 过 渡 值 


n 1 
(4.3.29)， ut (ut 十 好 ) 一 5 一 孚 )， 
再 由 下 式 得 到 最 终 值 : 
(4.3.29)? | 1 要 六 


称 (4.3.29); 和 (4.3.29)? 为 两 步 Lax-Wendrof 法 , 它 仍然 有 二 阶 截 断 误 差 , 且 当 
a= jz) = 常数 时 可 转化 成 (4.3.27). 

粘性 差分 格式 (4.3.24) 和 (4.3.26) 也 可 直接 推广 到 双 曲 方程 组 , 只 需 将 那里 
的 和 了 换 成 mm 维 向 量 函 数 . 

3.4 ”其 他 差分 格式 


下 面 列 出 盘 近 (4.3.1) 的 其 他 一 些 差 分 格式 及 相关 结果 , 这 些 格式 各 有 其 特 
点 . 以 下 用 > = ar/ 表示 网 比 , 并 令 


A+zlj 一 &y 十 1L 一 让 人 一 1 一 了 i 一 也 7 一 1， Aozui 一 从) 证 1 一 由 IT 一 1 
1. Beam-Warming 格式 : 


长 一 他 一 TA 一 7， 


(4.3.30) 1 
1 芝 二 (好 十 2 一 7A 一 2 一 rA_A+ 人 好 1) 。 


稳定 性 条 件 :0 < |r| < 2, 截断 误差 阶 ; O (”) +O (ri 十 O (ie ) 
2. MacCormack 格式 : 


村 亿 
地 一 了 一 六 A+UT， 
?+1 一 地 (人 好 十 ;) 
了 过 47 十 2 7A- ?了 ) 


稳定 性 条 件 : |r| < 1. 截断 误差 阶 : O () +O ( 思 ) . 


(4.3.31) 
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3. 隐 式 迎风 格式 : 


刀 十 1 人 光 多 十 1 人 十 1 
~ 十 a 一 一 -=0， 若 a>0， 
汪 
(4.3.32) mL 十 1 。 ， m 十 1 _ wm 十 1 
?7 2 2i+1 5 
下 一 0， 若 Q < 忆 0， 
了 


恒 稳 定 . 截断 误差 阶 : O (r) +O (Pm) . 
4. 隐 式 中 心 格 式 : 





9 
(4.3.33) 一 一 一 +- 二 = 0. 
恒 稳 定 . 截断 误差 阶 : O (r) + O (1 ) . 
5. 跳 蛙 (Leap-frog) 格式 : 
一 
稳定 条 件 : lor/jhl < 1. 截断 误差 阶 ; O (r2?) + O (j2) . 
习 题 
1， 通 近 方 程 
十 Re -0 (a= alz)) 


的 另 一 形式 的 迎风 格式 为 


Un+l_ tm GTLUn 1 一 Qi TU 

(4.3.35)1 ee 这 -计生 1 7 1 = 0， 
其 中 

W 60 
(4.3.35)s z 一 SR 

了 了 ， 埋 QJ 十 亏 盖 0， 

t， 若 a <0， 
(4.3.35)3 7 一 和 一 7 

1 一 1， 若 057 到 > 0. 


因 oa 表示 流速 , 所 以 也 称 (4.3.35)1-2?_s 为 偏 上 游 格式 (Upstream Scheme). 证 明 当 了 芯 
h/ sup |a(z)| 时 格式 稳定 . 

2， 利 用 特征 构造 通 近 方程 (4.3.1) 的 两 种 隐 式 迎风 格式 ， 第 一 种 , 如 图 3.4(a), 过 钙 
作 特 征 , 若 特征 与 对 角 线 Q@oP_1 相交 , 则 利用 weu,wP_， 作 交点 的 线性 插值 , 并 取 wPe 等 
于 交点 值 . 若 特征 与 对 角 线 Go 忆 相交 , 可 类 似 的 作 wpo. 第 二 种 , 如 图 3.4(b), 过 丁 作 特 
征 , 则 特征 必 与 线段 Qo91, Qi 局 ,Qo9G-: 和 Q-1 忆 1: 之 一 相交 , 例如 和 QI 五 相交 , 则 利用 
woi,&P 作 交 点 的 线性 插值 , 并 取 vwPs 等 于 交点 值 , 余 类 推 . 试 导 出 计算 公式 并 研究 稳定 性 . 
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3.4 


3. (实习 题 ) 利用 显 和 隐 的 迎风 格式 计算 


姓 一 2 一 0，zZEe(01)，t>0， 
uf(z;0) 一 II 十 Sin2rz， ZE [0， 1]， 
(1,t) 一 1. 


取 刀 =0.1,r =0.02, 算出 解 在 二 =0.1,0.5 的 值 . 
4. (实习 题 ) 求解 初 边 值 问题 : 


Du Du 
(4.3.36) 12 0<z<oco，t>0， 


u(Z;0) 一 jz 一 1， vw(0,t = 荆 . 
(1) 利用 格式 (4.3.2):, 取 = 六 = 0.5, 计算 二 = 12,3,4,5 的 解 . 
(2) 利用 格式 (4.3.32), 取 T = 1, 疡 = 0.5, 计算 二 = 1,2,3,4,5 的 解 . 
注 方程 (4.3.36) 的 特征 族 为 : zx -上 = c. 据 初 边 值 条 件 精 确 解 为 


1， 一 co <2 一 上 +t 上 <0， 
2 (zt 一 《1 一 (z 一 赴 ， 0<z 一 上 < 1， 
(z 一 吉 一 1，1<z 一 上 < oo. 


84 ， 初 边 值 问题 和 对 流 占 优 扩散 方程 


4.1 初 边 值 问题 


以 模型 问题 
@ 0 
(4.4.1) 二 工 ce 一 0，ZEe(01，t>0， 
(4.4.2) u(z,0) = plz)， ze fo,H] 


为 例 介 绍 边 值 条 件 几 种 给 法 及 其 通 近 方法 . 
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1. 周期 边 值 条 件 是 指 边 值 条 件 : 
&(0,t) 一 (1, 共 . 


设 初 值 郴 数 也 以 1 为 周期 : w(0) = 2(1). 则 可 将 此 初 边 值 问题 以 周期 1 扩展 到 
z- 轴 , 使 其 成 为 纯 初 值 问题 . 设 ac > 0,r = ar/ 疙 则 求解 它 的 迎风 格式 为 


(4.4.3) 1 一 地 一 (7 一 2 1 了 一 1 2 
人 和 二 
(4.4.4) 二 zy) 了 =12 
包 一 0， 1 和 
稳定 性 条 件 为 > 和 1. 
匠 用 Lax-Friedrichs 格式 , 则 
1 1 
(4.4.5) 9 一 5 人 1 十 入) 1 十 5(1 7)27 1， 本 1 2，. ) 1 
20 和 3 > 0, 1,， 3 


27 = 扩 了 三 12……，vy 一 |. 
因 2 二 1 一 47_1， 所 以 


] 1 
4 一 5 了 (1 十 7jal 十 (1 一 7)uJ-1， 


2. Dirichlet 条 件 ”此 时 要 按照 a 的 符号 配置 边 值 . 根据 特征 的 走向 , 边 值 
应 如 下 配置 : 


a>0 时 ，zw(0,t = wo(z)， 
a<0 时 ，zu(1,ti = wa(z)， 





迎风 格式 应 为 
= 地 -3 -好 当 a>0 
人 一 好 一 r( 一 2 好 )， 当 a<0. 
尺 一 个 合理 的 选择 是 采用 隐 式 迎风 格式 ( 见 83 (4.3.32)): 
mn 十 1 _ ，7mn mn 二 1 _ ，m 二 1 
- 二 +a 寺 一 大 L =0，o>0 


o 
十 4 一 一 一 一 一 0，a<0. 
太 态 
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此 格式 恒 稳 定 , 截断 误差 的 阶 为 O(r + 站 . 虽 是 隐 格 式 , 但 可 显 式 求解 . 

3. 数值 边界 条 件 ” 若 用 空间 中 心 差分 格式 通 近 (4.4.1) 的 Dirichlet 边 值 问 
题 , 例如 用 Lax-EFriedrichs 格式 或 Lax-Wendrof 格式 , 就 会 发 现 还 缺少 一 个 边 值 
条 件 , 因此 需 适 当 补充 一 个 条 件 , 称 为 数值 边界 条 件 . 例如 用 Lax- Wendrof 格式 


1 1 
(4.4.6) 帮 一 t 一 IT(uj+1 一 1) 十 7 (7 一 2 十 271) 


通 近 (4.4.1), 其 中 a < 0,z e (0,1), 边 值 条 件 为 v(1 = 1 此 时 应 在 > = 0 补充 
给 一 边 值 条 件 . 通常 可 按 ( 偏 右 ) 迎风 格式 给 为 


(4.4.7) ut 一 一 (一 二) 
或 

W0+ 一 诈 一 r(Wn+ 一 40+ ). 
也 可 用 外 推 数值 边 值 条 件 : 
(4.4.8)1 和 
或 
(4.4.8)> w+ 一 22+ 十 + 一 0 


等 , 但 不 能 任意 指定 妇 值 (参看 [31] 的 第 8 章 ). 
4.2 ”对流 占 优 扩 散 方 程 
所 谓 对 流 占 优 扩 散 方 程 , 是 指 带 对 流 项 的 抛物 方程 : 


2 
(4.4.9) 一 一 十 bb 一 一 人 Q& 六 7， 


其 中 ao,5 是 常数 , wa > 0, 而 ea 入 全 {( 即 上 呈 相 对 a 充分 大 ). 此 时 (4.4.9) 虽 是 抛 
物 方程 , 但 其 解 却 具 双 曲 性 质 , 构造 差分 格式 时 需 考 虑 解 的 这 一 性 质 . 先 处 理 方 
程 (4.4.9) 的 左 端 . 令 

a 一 (1 十 轨 2) 冯 . 


与 w 十 jx 相伴 的 特征 方向 为 


沿 > 的 方 回 导数 
人 -人 
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所 以 (4.4.9) 可 写成 形式 : 
(4.4.10) Du 人 


取 时 间 步 长 r > 0, 沿 上 轴 取 节点 上 = 如 = mr, 即 =1,2… .由 (z, 如 ) 出 发 的 特 
征 (方向 为 >) 与 直线 上 = 妈 -1 交 于 


元 王 T 一 b7 


(参看 图 4.1). 自然 用 下 式 通 近 沿 特征 方向 的 导数 : 


0 VCZt 妇 ) 一 公 ( 克 加 -1) 四 U 人 (Tt) 一 伺 ,如 1) 


人 1 
[(z - 司 2 十 72]! 7 
于 是 可 用 如 下 方程 近似 替代 (4.4.10): 
(4.4.11 0 -3 
加 
定 加 -1 
W-1 斩 34+l 
图 4.1 


取 了 一 TIj1T >> 0 充分 小 ， 使 (元 如 一 1) 位 于 (zy 一 1 如 -1 (z7+1， 加 一 1 之 间 ， 则 
> 0 时 位 于 (zi 如 -1) 左 侧 ,2 < 0 时 位 于 (zj 如 -1) 右 侧 ( 见 图 4.1). 今 设 上 > 0， 
与 节 3.1 类 似 , 在 (zi 如 -D)， (zh 如 -1) 之 间 以 好 -为 型 值 作 线性 插值 ， 
得 








-一 1 一 了 人 一 1 区 一 了 Ti-1 | 
(4.4.12) u(Z,t 加 _-1) 二 1 十 本 的 


以 之 代 到 (4.4.11) 左 端 , 并 用 二 阶 中 心 差 商 代 替 右 端的 二 阶 偏 微 商 ,就 得 到 逼近 
(4.4.9) 的 迎风 差分 格式 





中 _ 7 一 ] 了 一] _ 有 一 1 名 一 上 光一 1 史 一 1 
(4.4.13) 1 
> 本 太 九 2 
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同样 , 当 必 < 0 时 有 朋 近 (4.4.9) 的 迎风 差分 格式 : 


一 刀 一 ] 似 一 1 爷 一 工 天 一 ] 认 一 1 
一 1 3 1 一 15 Wi 一 2 十 15] 
(4.4.14) 0 有 二 人 


若 a > | 串 , 则 用 中 心 差分 格式 : 


外 一 】 1 刀 一 ] WP 一 1 人 和 一 1 和 22j72 一 ] 再 人 1 五 一 】 


47 一 1 现 1 1 * 训 
(4.4.15) 一 了 “71 1 记 
藻 轩 郊 a 时 仍 用 (4.4.15), 则 可 能 出 现 不 应 有 的 震荡 . 由 第 三 音节 7.3 知道 ， 
(4.4.15) 稳定 的 充 要 条 件 是 ( 见 (3.7.7)) 





1 /br\2 ar 1 
.4， 2 
9 了 天) 7112、 人 2 
或 
人 
0) 
其 中 
， QT 
”72 


由 (4.4.16) 得 r 乏 2a/ 加 ;, 知 串 六 a, 这 条 件 很 难 满 足 . 

差分 格式 (4.4.13), (4.4.14) 的 截断 误差 的 阶 为 O(r 十 如. 如 果 用 (zj 1 , 妃 _1)， 
(zh 如 -zi+tn-1) 和 型 值 巡 oft 的 二 次 插值 代 蔡 线 性 捅 值 (4.4.12)， 

就 可 得 到 截断 误差 为 O(r 十 刀 ) 的 格式 . 


4.3 ”数值 例子 
求解 对 流 占 优 扩散 方程 [看 第 二 章节 7.3) 


(4.4.17)1 ut 十 buz 一 atrr， 上 >0，0<Z<oo， 


其 中 ob > 0 是 常数 . 定 解 条 件 为 


(4.4.17)2 twtz,0) 三 0，>0， 

(4.4.17)3 wu (0, 一 uv， 上 > 0， ao 为 正常 数 
(4.4.17)4 iu (oo, 昌 =0，t 上 > 0. 

精确 解 








u(Z,t) 一 一 皇 {ete(3 全 )+ep( 尼 ) ee (3 二 )， ef- 大 大 埃 
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现在 采用 隐 式 迎风 格式 (参看 (4.4.13)): 


1 ] 
1 十 1 一 17 Ti 十 1 _ 和 .DY 十 世 tn 
了 了 十 六 光 了 一 w 了 了 了 


户 万 2 
() 设 ae=1，8=1. 取 户 =05，r=0.25. 此 时 >=r/ 忆 = 1. 记 
ti， = 7T, 计算 上 = 二 .to 的 差分 解 , 没有 发 生 震 荡 , 上 = t5o 的 曲线 如 图 4.2， 
实 黑 线 为 精确 解 , 虚线 为 近似 解 . 


] 
0.9 
0.8 
0.7 
0.6 
0.5 
0.4 
0.3 
0.2 
0.1 


0 
0 5 1!I01535 20 253 30 353 40 4353 30 


网 4.2 


(让 设 ec=18=10. 取 岂 =05，7r=0.25. 此 时 >=1. 记 如 = mr. 计算 
上 t=, too 的 差分 解 , 没有 发 生 震 荡 ,t = tso 的 曲线 如 图 4.3, 实 黑 线 为 精确 
解 , 虚线 为 近似 解 . 可 见 迎 风格 式 计 算 含 大 对 流 项 方程 仍 稳定 . 在 第 三 章节 7.3， 
我 们 曾 用 稳定 的 显 中 心 差分 格式 求解 问题 , (4.4.17), 当 对 流 项 5 = 10 时 解 出 现 不 
应 有 的 震荡 . 
本 二 

0.9 

0.8 

0.7 

0.6 

0.5 


0 5 10 1$ 2023 30 33 40 45 350 


图 4.3 
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习 题 
1. (实习 题 ) 求解 
tt 一 Wz 一 0，ZE(0,1)， 
u(z,0) = sin4 rz， ze [0,1]， 
uk(0,t) 三 2W(1t， 二 >0. 
(精确 解 wz, 妇 一 sin r(z 十 划 ) 
用 迎风 格式 计算 . 


(a) 取 产 = 0.05,r = 0.04, 算出 二 = 0.00，0.12，0.20，0.80 的 值 . 
(b) 函 出 (a) 的 图 形 , 观察 峰值 位 置 的 变化 , 与 精确 解 峰值 位 置 比较 . 
2.( 实 习题) 用 Lax-Wendroff 格式 求解 方程 


寻 一 2 一 0，TYE(0,1)， 寺 > 0， 
zu(z,0) 一 1+sin2rz，zZE [0,1]， 
u& 人 (lt 三 1 十 sin4rt. 


(精确 解 凿 =1+sin2r(z 十 21)) 


数值 边 值 条 件 分 别 为 
人) 友和 = 古 二 天 ( 呈 一 二)， 
(bj ?20 = ?21， 
(c) w+l 一 2ut+ 十 + 一 0， 
并 与 精确 解 比 较 . 
3. (实习 题 ) 用 差分 格式 
九 欠 一 1 人 一 1 1 姥 一 1】 包 一 工 I 
& 一 亿 内 二 1 一双 j 一 1 Uj+1 一 2 十 亿 
T 由 户 2 
和 1 
刀 一 1 了 一 】 外 一 工 多 一 】 亿 一 妨 一 1 
7 一 2 2 一 2j-1 2j+1 一 2 也 十 -1 
0 一 7 
求解 
Ou Du 4 
it Dr Or? 
初 值 条 件 : 
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边 值 条 件 : 
zu(0,t) 一 2(1,t) 一 0. 


取 网 比 ”= 5 试 就 = 1，5, 10，20 和 步 长 疡 = 0.1，0.01, 计算 二 = 0.1，0.5 的 差分 解 . 


第 五 章 ” 边 值 问题 的 变 分 形式 与 Ritz 一 


Galerkin 法 


81 二 次 表 数 的 极 值 


数学 物理 中 的 变 分 原理 , 有 重要 的 理论 和 实际 意义 , 也 是 构造 微分 方程 数值 
解法 的 基础 . 为 了 便于 读者 理解 , 本 节 以 二 次 冰 数 的 极 值 问题 为 例 , 介绍 变 分 原 
理 的 基本 概念 和 方法 . 主要 结论 和 证 明 思 想 均 可 平行 推广 到 线性 对 称 微分 方程 


边 值 问题 . 
在 m” 维 欧 氏 空间 R? 中 引进 问 量 、 矩阵 记号 : 


灾 二 (上 co; 2 
六 一 (bb bn) 


CQll1 Qi2 ”CQCln 

C21  CG22 … CQC2n 
一 

Crnli Cn2 ”CQnm 


这 里 以 及 往 后 仍 用 ( ) 表示 括号 内 向 量 或 矩阵 的 转 置 . 令 y = (mi,7p， 


定义 z,y 的 内 积 为 
(z,2) 一 》 6 
3 


考虑 mn 个 变量 的 二 次 丙 数 : 


玉 (zZ) = 下 (6 上 2 如) = ieici 一 AiE = (4z,Z) 一 (b, 并). 
2 


1 一 1 
它 在 zo = (50 ,上 0 ,)T 取 极 值 的 必要 条 件 是 


DF(E ec， > 人 二 二 
DOtk ee 


一 1 


(aik 十 ai)Eto) 一 中 一 0， 太一 1 2 下 避 富生 


- 184 第 五 章 ” 边 值 问题 的 变 分 形式 与 Ritz-Galerkin 法 


假定 ok = ak 即 4 为 对 称 和 矩阵 , 则 


2》 aki = 及， 大 一 1, 2 … 了. 


气 
不 难看 出 , 右 令 

(5.1.1) J(z) = (hziz) - 电 )， 

则 二 次 毅 数 J(z) 于 zo 取 极 值 的 必要 条 件 是 : zo 是 线性 代数 方程 组 

(5.1.2) 4z = 


的 解 . 
为 了 进一步 研究 J(z) 于 zo 的 极 值 性 质 , 考虑 实 变 量 和 的 二 次 函数 


P(A) = J(zo 十 Xz)， 


其 中 z 是 任 一 m” 维 非 零 向 量 . 若 J(z) 于 zo 取 极 小 值 , 则 对 任何 入 六 0,e(A) = 
J(zo + AMz) > J(zo) = 2(0), 即 e(A) 于 入 = 0 取 极 小 值 . 反之 , 若 2(A) 于 入 =0 
取 极 小 值 , 则 对 任何 非 零 向 量 z,J(zo + z) = 2(l) > 2(0) = J(zo), 即 .J(z) 于 
Zo 取 极 小 值 . 这 样 , 我 们 就 把 多 变量 明 数 .Jr(z) 的 极 值 问题 化 成 单 变量 琐 数 p(A) 
的 极 值 问题 . 

现在 研究 J(z) 存在 极 小 值 的 充分 必要 条 件 . 显然 


ep(A) = J(zo) 十 2[(4zo,z) + (4z,zo) 一 2(b,z)] 十 入 (hz,a) 
因为 4 是 对 称 和 矩阵 , 故 
(5.1.3) ep(A) = J(zo + Xz) = .J(zo) 十 XML4zo 一 bz) 十 兮 (hz z). 
若 .J(z) 于 zo 取 极 小 值 , 则 
2'(0) = (4zo -bz) = 0, 对 任意 ze Rn” ， 
从 而 hzo -5 = 0, 这 说 明 co 是 (5.1.2) 的 解 . 又 
2 (0) = (4z,z) > 0, 对 任意 非 零 向 量 ze R?"， 


故 4 必 为 正定 矩阵 . 
反之 , 设 4 是 对 称 正 定 和 矩阵 , zo 是 方程 组 (5.1.2) 的 解 , 即 


4ro 一 b 王 0， 
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则 由 (5.1.3) 得 
入 入 
of(A) = J(zo) 十 了 (4z,z) 一 (0) 十 了 (4z， 4) >v0)，A 和 天 0，2 尖 0. 


这 说 明 .J(z) 于 zo 取 极 小 值 . 于 是 我 们 得 


定理 1.1 设 答 阵 4 对 称 正 定 , 则 下 列 两 问题 等 价 : 
(1) 求 zoeRn 使 


(5.1.4) J(zo) = mi J(z)， 


其 中 .J(z) 是 由 (5.1.1) 定义 的 二 次 函数 . 
(2) 求 下 列 方程 组 的 解 : 


(5.1.5) 4zr 一 b. 


J(z) 是 定义 在 全 空间 R" 上 的 二 次 郴 数 , 称 为 R" 上 的 二 次 泛 函 或 简称 泛 
函数 . 泛 函 数 .J(z) 由 两 部 分 组 成 : 第 一 部 分 是 二 次 项 (Am,p)， 它 由 矩阵 4 决 
定 ; 第 二 部 分 是 一 次 项 (b, 下), 它 由 右 端 向 量 b 决定 . 

定理 1.1 表明 , 在 矩阵 4 为 对 称 正 定 的 条 件 下 , 若 ze 是 极 值 问题 (5.1.4) 的 
解 , 则 它 也 是 线性 方程 组 (5.1.5) 的 解 ; 反之 亦 然 . 因此 为 了 确定 并 计算 ro, 可 采 
取 两 种 不 同 途径 : 一 种 是 求 方程 组 (5.1.5) 的 解 , 另 一 种 是 求 泛 函数 .J(z) 的 极 小 
值 . 我 们 更 强调 这 后 一 途径 . 因为 许多 数学 物理 问题 , 其 直接 的 数学 形式 就 是 求 
意义 更 广 的 “二 次 泛 函 "的 极 小 值 , 只 是 对 解 做 了 某 些 “光滑 性 ” 假设 之 后 , 才 归 
结 到 微分 方程 . 其 次 , 即便 是 熟知 的 微分 方程 边 值 问 题 , 我 们 也 宁愿 把 它 化 为 某 
一 “二 次 泛 函 ”的 极 小 值 问 题 , 因为 从 极 值 问 题 出 发 建立 数值 解法 往往 更 方便 . 


习 题 


如 果 w'(0) = 0, 则 称 zo 是 J(z) 的 驻 点 (或 稳定 点 ). 设 矩 阵 4 对 称 (不 必 正 定 ), 求证 
zo 是 .J(z) 的 驻 点 的 充 要 条 件 是: ze 是 方程 组 4Az = b 的 解 . 
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2.1 弦 的 平衡 


考察 一 根 长 为 1 的 弦 ( 见 图 2.1), 其 两 端 固定 在 点 4(0,0) 和 玉 (1,0)， 当 没 
有 外 力作 用 时 , 它 的 位 置 沿 水 平方 向 与 zx 轴 重 合 . 设 有 强度 为 flz) 的 外 荷载 垂 
直 向 下 作用 在 纺 上 , 则 弦 发 生 形 变 . 假定 荷载 很 小 , 因而 发 生 的 形变 也 很 小 . 用 
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u = xu(z) 表示 在 荷载 f(z) 作用 下 弦 的 平衡 位 置 . 根据 力 的 平衡 条 件 , vw(z) 满足 
微分 方程 


(5.2.1) -Tuw 一 zi)，0<2zZ<: 
和 边 值 条 件 
(5.2.2) (0 三 0， 妈 全 三 0 


其 中 了 是 蓄 的 张力 (假定 是 常数 ). 这 样 , 求 弦 的 平衡 位 置 就 归结 为 解 两 点 边 值 
问题 (5.2.1)，(5.2.2). 


图 2.1 


另 一 方面 , 由 力学 的 “ 极 小 位 能 原理 ”, 弦 的 平衡 位 置 ( 记 为 ws = ws(z)) 是 
在 满足 边 值 条 件 (5.2.2) 的 一 切 可 能 位 置 中 , 使 位 能 取 最 小 者 . 设 弦 处 于 某 一 位 
置 = v(z), 我 们 计算 它 的 位 能 . 此 时 应 变 能 为 


JW = 5 Tuw)2dz; 
外 力 f(z) 所 作 的 功 为 
W% = 一 Judz， 
从 而 总 位 能 为 
(5.2.3) J(u) = Wnm 十 WA = 5 站 [Tu 一 21]dz. 
据 极 小 位 能 原理 , w, = 几 是 如 下 变 分 问题 的 解 : 
(5.2.4) J(us) = min J(a) 


这 样 , 为 了 确定 弦 的 平衡 位 置 , 便 导 致 两 个 不 同形 式 的 数学 问题 : 两 点 边 值 
问题 (5.2.1)，(5.2.2) 和 变 分 问题 (5.2.4). 显然 二 者 之 间 应 具有 某 种 等 价 关 系 , 这 
就 是 本 章 要 建立 的 各 种 变 分 原理 的 最 简 模型 . 
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为 了 精确 地 表述 变 分 问题 (5.2.4), 必须 指出 J(uw) 在 哪 一 个 冰 数 类 里 取 极 小 ， 
就 是 说 要 给 出 _ 属于 哪 一 个 明 数 空间 ， 从 位 能 的 计算 公式 (5.2.3) 看 出 , 为 使 积 
分 有 意义 , 必须 对 ,y 作 必 要 的 限制 . 但 又 不 能 限制 过 严 ， 以 致 把 取 极 小 值 的 函 
数 ws = wu(z) 排斥 在 外 . 这 样 看 来 , 适当 地 选取 函数 空间 就 十 分 重要 了 . 下 面 我 
们 引进 这 样 的 空间 . 

2.2 ”一 维 区 间 上 的 Sobolerv 空间 五 亚 ( 刀 


设 了 = (ob 了 = [ao 像 通常 那样 , 用 元 2(7) 表示 由 定义 在 工 上 的 平方 可 ， 
积 的 可 测 琐 数组 成 的 空间 , 其 内 积 和 范 数 分 别 为 


怀 
0 


II= VC 万 =- [ra ，7 er2(D) 


我 们 知道 , 忆 2(7T) 关于 “加 法 ”及 “ 数 乘 "” 运算 是 线性 空间 , 关于 ( ，) 是 完全 内 积 
空间 , 因此 尼 2( 站 ) 是 Hilbert 空间 . 所 谓 完 全 , 是 指 Cauchy 收敛 定理 在 Z2(7) 中 
成 立 . 就 是 说 , 寺 2() 中 任 一 扼 数 列 { 户 }, 如 果 关 于 度量 上. 上 镍 ( 即 按 Z2(D) 度量 ) 
满足 Cauchy 条 件 : 

中产 一 | 一 0 一 oo) 


(如 此 的 { 廊 } 称 为 基本 序列 ) 则 必 有 六 e 工 ?( 站 ) 使 得 
| 天 一 川 一 0 (一 oo)， 


并 记 为 lim 访 = 记 我 们 提 一 下 到 (7) 空间 的 一 个 基本 性 质 : 设 六 ge 玛 (7), 则 
乘积 fo e Z( 门 , 且 
上 9) 入 |H 1191. 
这 是 熟知 的 Schwarz 不 等 式 (参看 [2]). 
现在 看 二 次 泛 函 (5.2.3). 假定  e Z2(D), 为 使 能 量 .J(w) 有 意义 ,显然 应 
求 wezZ2(mDw e 产 ( 门 . 因此 我 们 要 找 的 空间 应 该 包含 如 此 的 可 测 函 数 : v 二 
导数 v 缘 属 于 五 2( 站 , 即 


已 孔 
/ lwj2dz < oo 人 lw 好 lj2daz < oo. 


然而 仅 限 于 这 样 的 前 数 类 是 不 够 的 ,因为 在 研究 物理 、 力 学 等 许多 自然 现象 中 
(如 集中 荷载 的 平板 弯曲 、 具 不 同 介质 的 弹性 体 的 平衡 ), 会 遇 到 许多 琐 数 并 不 处 
处 可 微 ; 同时 为 使 要 找 的 空间 完全 ( 即 Cauchy 定理 成 立 ), 也 需要 进一步 扩充 上 
述 琐 数 类 . 为 此 , 我 们 引进 广义 导数 (广义 微 商 ) 的 概念 (参看 [10]). 
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用 Cse(D) 表示 于 工 无 穷 次 可 微 , 且 在 端点 ob 的 某 邻 域内 ( 邻 域 大 小 与 具 
体 函 数 有 关 ) 等 于 零 的 函数 类 . 对 于 任 一 于 [a,b 一 次 连续 可 微 的 胃 数 F(z) 和 
任意 we Cge ( 丰 , 由 分 部 积分 法 , 恒 有 


(5.2.5) 三 relodz= -row 

今 利 用 (5.2.5) 推广 导数 的 概念 . 设 f e 忆 (), 若 存在 ge 到 ( 丰 ,使 等 式 
(5.2.6) 下 二 --/ flzje'lzjdz， 对 任意 pe Cge(D) 
成 立 , 则 说 ftz) 于 了 工 有 广义 导数 g(z), 记 为 


1 (z) = 二 =9(7)， 


显然 , 蔡 Fz) Ra 的 导数 /六 (z), 则 户 (z) 也 是 jz) 
在 广义 意义 下 的 导数 . 相反 的 结论 则 不 一 定 成 立 . 例如 flz) = |z|, 在 通常 意义 
下 于 [-1,1] 不 可 微 , 从 是 对 任意 pe Cge ( 门 ， 


-人 llPp'(z)dz = -人 Zo'(z)dz 十 | ZP (zz)d7 
= /waz- /vajdz 
=- 矿 sajelo)ds 
其 中 


一 1， 一 1 乏 Z< 0， 
9(Z) 一 
1 ， 和 世人 玫 委 


就 是 f(z) 的 广义 导数 . 
同一 个 函数 f(z) 的 广义 导数 并 不 唯一 , 但 不 同 的 广义 导数 几乎 处 处 相等 . 
其 证 明基 于 下 列 


引 理 2.1 ( 变 分 法 的 基本 引 理 ) 设 Fe 姜 ( 门 ， 
凡 Tajelzjaz = 0 对 任意 pe CPP CD) 


则 jz) 几乎 处 处 为 0. 


证 明 只 就 ec (IT 上 的 连续 函数 空间 ) 证 明 引 理 . 这 时 还 可 推出 更 强 
的 结论 : Flz) = 0. 事实 上 , 假若 /(z) 不 恒 等 于 0, 不 妨 设 flz) 于 rzo e (ab 不 
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等 于 0, 例如 /ffzo) > 0 则 由 连续 性 ，F(z) 必 在 zo 充分 小 的 邻 域 o < zo -7 芭 
z 芝 2z0o 十 7 <b 内 也 大 于 0. 取 


1 
p(z) = is 全 ， 人 一 zol < 站 
其 他 ， 
则 pe Cge(D), 且 
Z0 十 分 1 
/ flz)p(z)dz = 人 (z)exp (EC dz > 0. 
与 假设 矛盾 . 


利用 变 分 法 的 基本 引 理 可 证 明 ffz) 的 不 同 的 广义 导数 几乎 处 处 相等 . 
注意 , 并 非 任何 fs Z2(T) 都 有 属于 Z2(T) 的 广义 导数 .例如 , 阶梯 函数 


(a = 一 1 一 1) 
0， 一 1L 乏 了 7 芯 0， 
少 ) 一 
二 人 0<TZ<1. 


若 flz) 有 广义 导数 g(z), 则 
1 1 1 
/ g(z)plzjdaz=- 上 flze)p'(zjdz=- 并 w'(zjdz = p(0), 对 任意 pe Cge(D. 
一 1 一 1 0 


从 而 g(z) = 5(z) Dirac 天 数 , 称 为 6- 函数 . 今 证 g(z) 不 属于 工 2( 门 . 实际 
上 , 若 g(z) e 工 2( 门 , 则 由 Schwarz 不 等 式 ， 





(5.2.7) le()| = 人 oajetz)dz| < llgllllell, 对 任意 ee Cee(D 
特别 对 0 <s< 1, 取 


1 s 
op(Z) = pet(zZ) 三 四 (CE) , 当 |z| < s， 
其 他 ， 


则 we(z) s Cge( 站 ,pe(0) = ee 


||ez|| = 三 (Cjdz 荆 ae /om (-; 一 )dt 一 0(e 一 0). 


以 此 代 到 (5.2.7) 并 令 < 一 0, 就 导致 矛盾 . 
这 个 例子 告诉 我 们 , 6- 函数 不 属于 元 2( 门 , 阶梯 本 数 没有 广义 导数 . 
现在 定义 





瑟 人 ={flfe 天 (站 玫 E 玛 (D}， 
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其 中 凡是 的 广义 导数 . 显然 瑟 1(7) 是 线性 空间 . 于 瑟 I(T) 引进 内 积 


PP 
(5.2.8) (六 9 = 站 [fg+ Prg]dz 
和 范 数 


必 1 
(5.2.9) If = VD 六 = 1/ (六 十 12dz| 可 


可 以 证 明 , 瑟 1(7) 是 完全 内 积 空间 , 因此 是 Hilbert 空间 , 称 之 为 Sobolev 空间 . 
同样 可 定义 mm 阶 广义 导数 和 mm 阶 的 Sobolev 空间 一 ( 门 , 其 内 积 和 范 数 分 
别 为 


了 也 已 
(5.2.10) (fgjm= 和 人 7)ogmtzjdz， 


kk 一 0 4 


好 1 . 
(5.2.11) Il = V(PJP)m = 阳 | oopan 
大 一 个 “全 
当 和 =0 时 , 互 "( 门 就 是 工 207) 空间 ， 
(jg)o= (9)，|Nlo = 
从 位 能 的 表达 式 (5.2.3) 看 出 , 当 f e 万 "( 站 ,ve ET) 时 , 位 能 J(uw) 恒 有 
意义 . 此 外 , v 还 应 满足 边 值 条 件 (5.2.2). 瑟 1(T) 中 所 有 满足 齐 次 边 值 条 件 (5.2.2) 


的 函数 类 构成 瑟 1(D) 的 子 空间 , 记 为 友 (D 或 而. 现 就 是 我 们 所 要 找 的 函数 
空间 . 现在 我 们 可 将 变 分 问题 (5.2.4) 精确 地 叙述 为 : 求 ws e 本 使 


(5.2.4)/ J(uw) 一 mi JJ(). 
注 2.1 前 面 讨 论 的 是 定义 在 区 间 上 的 实 值 函 数 , 实际 上 所 有 定义 和 结论 都 
可 推广 到 实 变 复 值 函 数 . 例如 设 珊 数 了 = v+iu, 其 中 和 ~， 为 了 的 实 部 和 虚 部 ， 


则 /的 mm 阶 广义 导数 
mn) 一 fn) 十 iu(m)， 


Sobolev 空间 





Frm 一 {7 Fa) e 72,s= 0.12 mm 上， 
内 积 为 
(入 jgoda， 
2a s=0 
范 数 


| 用 1。 达 V 
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2.3 ”平面 域 上 的 Sobolerv 空间 五 一 (G) 


节 2.2 介绍 的 一 维 区 域 上 的 Sobolev 空间 及 广义 导数 等 概念 ,可 以 平行 地 
推广 到 多 维 区 域 . 假定 G 是 有 界 平 面 区 域 , 其 边界 卫 是 按 段 光 滑 的 简单 闭 曲线 ， 
G=GUPR 是 G 的 闭 包 . 对 于 G 上 的 任 一 男 数 w(z,y), 称 集合 {(z, 切 |uw(z, 切 天 
0,(z,y) Ee G} 的 闭 包 为 v 的 支 集 . 如 果 Y 的 支 集 < G 内 , 则 说 v 于 G 具有 紧 致 
支 集 . 显然 , 具有 紧 致 文集 的 吨 数 必 在 边界 六 的 某 一 邻 域内 恒 等 于 零 . 

我 们 用 C8e(G) 表示 G 上 无 穷 次 可 微 并 具有 紧 致 支 集 的 机 数 类 ,，Z2(G) 是 定 
义 在 G 上 平方 可 积 的 可 测 顺 数 空 间 , 其 内 积 和 范 数 分 别 为 


(jf9) = // gdzdy， 


Il= VC = | 几 ra 
CC 
对 ezZ2z(G), 如 果 存 在 ge 工 (G), 使 等 式 


Ja =- /全 ar 
Dr 
G G 
OP 
hpdzdy = 一 j 一 dzdy， 
DY 
G C 


对 任意 wp e C8e(G) 成 立 , 则 说 上 有 对 z 的 一 阶 广义 导数 9 和 对 y 的 一 阶 广义 
导数 , 记 作 


类 似 地 可 定义 高 阶 广义 导数 . 
像 一 维 情形 一 样 , 定义 


如 (G) = {jf(zg| 胡 户 , 太 E(G) 
其 中 广 和 亡 是 大 的 广义 导数 . 于 瑟 1(G) 引入 内 积 


(5.2.12) 他 商 天 1 人 [fg 十 无 ge 十 帮 g dzdy 
C 


和 范 数 


和 
(5.2.13) 册 呈 =V( 人 DJ)= (/ [六 十 | 二 Ara ， 
C 
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则 玖 1(G) 是 Hilbert 空间 , 称 之 为 Sobolerv 空间 . 还 可 以 定义 高 阶 导数 及 高 阶 
Sobolev 空间 到 m(G), mm 是 非 负 整数 . 
往 后 会 看 到 , 在 二 阶 椭圆 型 方程 的 数值 解法 及 理论 研究 中 , 五 1(G) 是 最 常用 
的 晒 数 空间 . 
习 题 


设 放 (z) 为 f(z) 的 一 阶 广义 导数 , 试用 类 似 办 法 定义 ftz) 的 大 阶 广义 导数 fb(z)(K = 
1,2,.…….). 


83 两 点 边 值 问题 


3.1 极 小 位 能 原理 


现在 我 们 考虑 一 般 两 点 边 值 问题 的 变 分 形式 . 为 此 我 们 先 看 (5.2.3) 中 位 能 
J(u) 的 结构 . 引进 微分 算 子 


qd2 
也 全 一 3 
则 
1 1 1 d2v 1 du\” 
全 一 可 (Zu 一 5 (rz 号 )ur=- 5/ (至 ) dz 
[ 
Wi 榴 = 一 人 judz 
于 是 
(5.3.1) 二 (Zu 
与 (5.1.1) 比较 : 
娓 | 过 Rn， 
了 
一 bb 


便 知 J(u) 和 (5.1.1) 的 .Jr(z) 有 类 似 结构 . 我 们 亦 称 .JJ(w) 为 和 边 值 问题 (5.2.1)， 
(5.2.2) 相应 的 二 次 泛 因 或 泛 郴 数 . 记 住 这 点 , 就 可 针对 更 一 般 的 椭圆 边 值 问 题 构 
造 相 应 的 泛 果 数 了 . 
例如 , 对 于 两 点 边 值 问题 : 
du 


d 
(5.3.2) Zu 三 本 (对 ) 十 qu 一 太 ZE(ab)， 
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(5.3.3) ua) = 0， 了 雪 ( 轨 = 0， 


其 中 pe CD) (一 次 连续 可 微 表 数 空间 )，p(z) > mipp(z) 一 pain > 09eECO)， 
dg>0, 太 ee 万 0( 门 ,了 = [a, 相 可 类 似 地 构造 泛 函 数 


Jo) = 了 (Duw 要 一 (7 
已 1 已 旋 
-ee 
对 右 端 第 一 项 施行 分 部 积分 , 并 用 边 值 条 件 (5.3.3) 代入 , 得 


， dv b da \? 
+ z( 旦 ) az=/( 虹 ) dm 


-车 (o 开 )waz=- du | 
a dz dz 一 站 





4 
(5.3.4) 人 厂 加 9 + qun| 县 
便 得 

(5.3.5) Ju = ia(w 一 (7 


(参看 (5.1.1)). 
设 妃 1 为 瑟 ! 中 满足 左边 值 条 件 wo) = 0 的 函数 组 成 的 子 空 间 ， 考 虑 和 
(5.3.2), (5.3.3) 相应 的 变 分 问题 : 求 we 五 1 使 


(5.3.6) J(uw*) 一 Imin JJ(u)， 
VE 再 太 


由 (5.3.4) 定义 的 afw,v) 十 分 重要 , 它 在 今后 的 讨论 中 将 起 关键 作用 .显然 
atuv) 分 别 对 v 都 是 线性 泛 郧 , 即 
fcl2l 十 c222,2) 一 cla(21i)2) 十 czQ(u2,2)， 
au clVl 十 cz02) 一 cla(u,V1) 十 cza(uV2). 
cl,c2 是 常数 , 所 以 称 为 双 线 性 泛 珊 或 双 线 性 形式 . 在 讨论 极 值 问题 (5.3.6) 之 前 ， 


我 们 先导 出 双 线 性 形式 a(w,v) 的 几 个 基本 性 质 . 
首先 a(w,v) 是 对 称 形 式 , 即 


aluu) = alw,u)， 对 任意 ww， we 五 !( 门 . 
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watu,u) 的 对 称 性 是 由 微分 算 子 工 的 对 称 性 决定 的 . 实际 上 , 设 wu es C2( 门 , 且 
满足 边 值 条 件 (5.3.3), 则 
中 

(5.3.7) (ZU V) = 1/ - 二 lp 拉 ) o+ quo|dz 

四 da dy | 

= jz 本 QT. 
对 调 妈 u 后 , 等 式 右 端 不 变 , 所 以 
(5.3.8) ( Zu) 三 (ZU 2 王 (4 也 UV) 


如 此 的 工 称 为 对 称 算 子 . 
其 次 


da \“ 2 ”7 du“ 
5 一 Re 7T 之 Pmin 区 炎 - 
(5.3.9) Qa(2 1) / (时 ) 十 g 区 了 人 ( 圣 ) dr 
如 果 注 意 到 任 一 ve ZE 可 表 为 
“= 上/ U (t)dt， 
则 由 Schwarz 不 等 式 ， 
人 luj2dz 和 7 -02 | 鸭 |dt， 
因而 
b 1] 『 Au b 
(5.3.10) 人 lw12dz = 5 |/ xiar+ 上 ieaz 
人 
GE 克 人 5 人 
本 lu 


其 中 了 = min (i 0 二 > 0. 形 如 (5.3.10) 的 不 等 式 称 为 Poincare 不 等 式 . 
联结 (5.3.9), (5.3.10) 并 令 7 = 了 pmin, 得 


(43 a(u,ua) 三 可 lv 对 任意 we 五 5 


我 们 称 满足 不 等 式 (5.3.11) 的 双 线 性 形式 为 正定 的 . 特别 当 ve C2(7) 且 满 
足 边 值 条 件 (5.3.3) 时 , 由 (5.3.8)，(5.3.11) 得 


(Zeua) 兰 了 lu: 
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因此 也 说 世 是 正定 算 子 . 
最 后 , 由 Schwarz 不 等 式 知 alu,u) 满足 不 等 式 
(5.3.12) la(luw oj ES Aullloll， wu e 五 :(D)， 


M 是 与 wo 无 关 的 第 数 . 称 (5.3.12) 为 连续 性 条 件 . 
现在 回 到 变 分 问题 (5.3.6). 像 81 那样 , 任 取 wu e 刀 &, 考虑 实 变量 和 的 函数 


p(A) = J(us 十 Au) 
一 2a(u。 十 Xu 十 AU) 一 (jw 十 和 v) 
1 入 
= 5a(wsas) 十 了 [aluso) 二 alwus)] 十 订 a(oo) 一 (ur) 一 (让 
由 a(uw,z) 的 对 称 性 , 得 
(5.3.13) o(A) = JJ(us) 十 和 la(u uv) 一 (六 四] 十 全 atw 可 
今 证 下 列 变 分 原理 . 


定理 3.1 设 FecCln,vw。 eeC2 是 边 值 问题 (5.3.2)，(5.3.3) 的 解 , 则 ws 使 
J(u) 达到 极 小 值 . 反之 , 若 us E C2 门 刀 使 Ju) 达到 极 小 值 , 则 w。 是 边 值 问 
题 (5.3.2)， (5.3.3) 的 解 . 


证 明 注意 当当 eC2 门 有 Bue 五 3 时 





B 
(5.3.14) auw.,v) 一 ( 包 u) 一 | 全 所 十 gusv 一 | dz 


or d 7 du。 
+ -二 (p 哈 )+ou 一 才 odz 


已 
= | [Pus - Hodz 十 p( 必 (bo)u() 


已 


取 * 


一 也 信 
dz 全 











如 果 w。 是 边 值 问题 (5.3.2), (5.3.3) 的 解 , 则 Zu -了 = 0 由 人 ( 龟 三 0, 从 而 
2 (0) = aluoau)- (ju)=0， 对 任意 ve 五 放 ， 
(注意 (5.3.14)). 由 (5.3.13) 及 a(uwo) 的 正定 性 , 当 入 头 0,v 尖 0 时 
jJ(us 十 Xu) = J(us) 十 入 ao > J(us). 


这 说 明 vw. 使 J(w) 达到 极 小 . 
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反之 , 若 ws 使 .J(w) 达到 极 小 值 , 则 由 (5.3.13), (5.3.14) 得 


(5.3.15) op“(0) = al(us,V) 一 (六 v) 
b 


/ [us -~ jjodz+pDuw(Dutg) =0 对 任意 ve 有 1 
特别 取 ve Che (站 ), 则 
证 [Zu - jsdz = 0， 对 任意 ve Cye( 站 ). 
根据 变 分 法 基本 引 理 ,wu 满足 方程 
Pus 一 上 = 0. 
于 是 (5.3.15) 化 为 
p(b)uis(b)u(b) = 0， 对 任意 ve 瑟 3. 


注意 pz( 外 >0, 取 wz) =z-a 则 we, 且 v( >0, 可 见 vw 必须 满足 右边 值 
条 件 
好 人 (Bb) 一 0. 


因为 在 力学 、 物理 中 , 二 次 泛 琐 J(u) 表示 能 量 , 所 以 也 称 定理 3.1 为 极 小 位 
能 原理 . 应 当 注 意 的 是 , 我 们 仅 就 二 次 连续 可 微 解 ws:( 称 为 古典 解 ) 建立 了 边 值 
问题 和 变 分 问题 的 等 价 性 . 对 于 非 光滑 困 数 w,, 说 它 是 边 值 问 题 的 解 就 没有 意 
义 了 . 但 是 许多 物理 、 力学 现象 , 必须 用 非 光滑 函数 才能 摘 述 它 ， 比如 前 面 所 举 
弦 平 衡 的 例子 , 若 作用 于 弱 的 外 力 是 集中 荷载 , 则 弦 的 平衡 曲线 v = vw(z) 不 再 
有 连续 的 二 阶 导 数 , 某 些 点 甚至 是 没有 导数 的 “ 尖 点 ”, 这 时 w(z) 在 古典 意义 下 
不 可 能 是 (5.3.2),，(5.3.3) 的 解 . 而 能 量 .J(w) 的 表达 式 是 积分 式 (5.3.9), 被 积 卫 
数 只 含 v 的 一 阶 导数 , 只 要 连续 且 按 段 连续 可 微 , 则 .fw) 有 意义 . 因此 变 分 
问题 (5.3.6) 允许 非 光 滑 解 ws = us(z), 称 之 为 两 点 边 值 问题 (5.3.2),， (5.3.3) 的 广 
义 解 . 

边 值 问题 可 能 有 广义 解 但 没有 古典 解 . 定理 3.1 告诉 我 们 , 当 边 值 问 题 存 在 
古典 解 时 , 它 一 定 是 广义 解 . 反之 , 若 广义 解 存 在 县 二 次 连续 可 微 , 则 广义 解 就 是 
古典 解 , 

按照 变 分 法 , 我 们 称 (5.3.2) 是 和 泛 辆 数 .Jr(uw) 相关 的 Euler 方程 . 

注 3.1 同 理 可 证 边 值 问题 (5.2.1), (5.2.2) 和 变 分 问题 (5.2.4)' 等 价 . 

从 定理 3.1 知道 , 左边 值 条 件 w(e) = 0 和 右边 值 条 件 ww( 刀 = 0 有 重要 区 别 . 
前 者 必须 强加 在 变 分 问题 所 在 的 师 数 类 上 , 称 为 强制 边 值 条 件 或 本 质 边 值 条 件 . 
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后 者 不 必 对 函数 类 作为 条 件 提 出 , 只 要 毅 数 ws(z) 使 J(u) 取 极 小 值 , 则 它 必然 
满足 该 条 件 , 因此 称 为 自然 边 值 条件 . 在 数值 求解 边 值 问 题 时 , 区 别 这 两 类 条 件 
很 重要 , 这 是 从 变 分 问题 出 发 构造 数值 方法 的 一 个 优点 . 

3.2 ” 虚 功 原理 

以 乘 (5.3.2) 两 端 , 沿 区 间 io 由 积分 , 得 


本 d d 忆 
(5.3.16) 1 (Zu 一 站 vdz = | 全 陋 囊 下 4 十 gu 一 大 | (2: 一 ()， 
位 伍 (1 江 


利用 分 部 积分 和 关于 wu 的 边 值 条 件 (5.3.3), 则 


/二 d | | 和， 2 ， dz (lo 1- du dv 由 
计 -一 | dz 三 一 D- 一 1 = | 7 一 一 dz 
之 二 二 要 在 FT 几 dz 民 


以 此 代入 到 (5.3.16) 式 , 得 


/ jz 茸 衬 十 VD 一 hm 有 三 几 ， 
若 注意 到 双 线 性 形式 aluo) 的 表达 式 (5.3.4), 则 上 式 可 写成 
(5.3.17) wu(tD) 一 ( 瓦 v) 三 0 


这 也 是 边 值 问题 (5.3.2)，(5.3.3) 的 变 分 形式 , 其 确切 提 法 将 在 定理 3.2 中 给 出 
对 wec2 站 Rioe EL 根据 (5.3.14), 方程 (5.3.17) 左 端 


， 
aluv) 一 (fz) 王 | [Zu 下 edz 十 P(D)w (De(D) 


假若 v 是 边 值 问题 (5.3.2), (5.3.3) 的 解 , 则 对 任意 we 五 有, 满足 (5.3.17). 反之 ， 
若 对 任意 ve Bu e 瓦 1 满足 (5.3.17), 则 可 按 定理 3.1 的 证 法 , 推出 v 是 边 值 
问题 (5.3.2), (5.3.3) 的 解 , 于 是 有 


定理 3.2 设 weC2, 则 v% 是 边 值 问题 (5.3.2),(5.3.3)- 的 解 的 充 要 条 件 是 :u E 
刀 1 且 满足 变 分 方程 


(5.3.18) aluu) - (六 oo) = 0, 对 任意 we 万 六 


在 力学 中 , (5.3.18) 左 端 表示 虚 功 , 所 以 也 称 定理 3.2 为 虚 功 原理 . 当 , 是 边 
值 问题 的 古典 解 时 , 它 也 是 变 分 方程 (5.3.18) 的 解 . 像 位 能 原理 一 样 , 变 分 方程 
(5.3.18) 还 允许 非 古 典 解 , 我 们 称 这 样 的 解 为 边 值 问题 的 广义 解 . 

虚 功 原理 比 位 能 原理 更 具有 一 般 性 , 它 不 仅 适 用 于 对 称 正 定 算 子 方程 必 
于 力学 中 的 保守 场 方 程 ), 而 且 也 适用 于 非 对 称 正 定 算 子 方程 ( 非 保 守 场 方程 ). 实 
际 上 , 定理 3.2 可 直接 推广 为 
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定理 3.3 设 丸 EC2 则 愉 满 足 
Ju 三 -所 (p 蛙 ) 二 十 Qu 三 大 
刀 ( 拓 王 0， 全 (人 三 0 
的 充 要 条 件 是 : ve C2 门 瑟 3 且 满 足 变 分 方程 : 
a(2;9) 一 ( 访 9) 一 0， 任意 ve 五 1， 


bf du dv du 
coo= 全 十 7 十 guV dz， 


其 中 pe Clpmin > 0rnqgeEeCpe 工 . 
此 时 双 线 性 形式 a(wv) 非 对 称 正 定 , 除非 >=0,q > 0. 
习 题 
1. 证 明 非 齐 次 两 点 边 值 问题 
=- 呈 (人 和 ) + 一 站 aa<T<b 
(5.3.19) | 了 
tu(a) 一 Q， V (b) = 有， 
与 下 列 变 分 问题 等 价 : 求 we 五 :us(a) = oa 使 


J(tue) 一 这 J(u)， 
txt(a) 二 ax 
其 中 
Ju) = ia(wa - ( 户 四 一 p(bBu(g， 
而 a(u,v) 如 (5.3.4) (提示 : 先 把 边 值 条 件 齐 次 化 ). 
2. 就 边 值 问题 (5.3.19) 建立 虚 功 原理 . 
3. 试 建立 与 边 值 问题 


dzr< 


部 QQ<I< 志 有 
wu(a) 一 2 (a) 王 0， xu) 王女 (三 0 


等 价 的 变 分 问题 . 


84 二 阶 顶 圆 边 值 问题 


4.1 极 小 位 能 原理 
作为 模型 , 考虑 Poisson 方程 的 第 一 边 值 问题 : 
(5.4.1) -Au = ff(z,y), (zy) e G， 
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(5.4.2) 全 | 下: 三 0， 
边界 了 为 分 段 光 滑 曲 线 . 仿照 $1, $3, 作 泛 贞 数 


(5.4.3) J(u) 一 5 (一 Au 一 (jw) 


=- > 1 | (一 Audzdy 一 Judzdy/. 
G C 


利用 Green 公式 ; 我 们 得 
总 届 (这 COv 了 5 ) DO 
(5.4.4) / (一 Auwjudzdy == 人 下 区 本 宛 ) dzzdy' 一 下 2ds， 


其 中 呈 表示 有 曲线 边界 太 的 单位 外 法 向 , 开 一 = 是 4 沿 m 的 方 问 导数 . 公式 (5.4.4) 
很 重要 , 称 为 Green 第 一 公式 . 在 ww 满足 边 信条 件 (5.4.2), 则 


( 订 Du 2 2 
5.4.5 全 aa 
(5.4.5) / 扩 二 / 人 于 天 十 史 ad 
定义 双 线 性 形式 
本 ( 邓 Du 2 5 
(5.4.6) G(2 1) 三 儿 本 二 机 区 dzdy/. 


由 (5.4.3)，(5.4.5) 和 (5.4.6), 可 将 泛 困 数 .Ju) 写成 (参看 (5.1.1) 和 (5.3.5)): 
(5.4.7) 本 (2) 三 zu u,U) 一 (六 ). 


在 力学 上 , .7J(uw) 表示 位 能 . 

从 (5.4.6), (5.4.7) 知道 , 只 要 ve 五 1(G), Fe 52(G), 则 ,7J(w) 有 意义 . 此 外 还 
要 求 满足 第 一 边 值 条 件 (5.4.2). 以 下 用 丽 (G) 表示 天 1(G) 中 一 切 满 足 (5.4.2) 
的 所 数组 成 的 子 空 问 ， 

现 在 提 如 下 变 分 问题 : 求 we 豆 (G), 使 
(5.4.8) (二 本 J(u). 

为 了 建立 边 值 问题 (5.4.)，(5.4.2) 和 变 分 问题 (5.4.8) 的 等 价 性 , 先 讨 论 双 
线性 彤 式 co(wu) 的 两 个 基本 人 性质. 

(1) 对 称 性 . 显然 


aluu) = au， 对 任意 v， ve 五 !(G). 
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(2) 正定 性 . 对 于 ve 页 (G@)， 


Du\“ Du 
a(,V) 一 岂 |( 问 ) 十 ( 吉 ) dzdzy = ||wz| 上 天 十 | 
G 


与 (5.3.10) 类 似 , 可 建立 Poincare 不 等 式 : 

(5.4.9) |luz| 上 十 天 关 YIlwla， ae Po(G)， 
其 中 y > 0 是 和 立 无 关 的 常数 . 于 是 

(5.4.10) alui ?ul ， we 本 (G) 


这 说 明 alw,z) 正定 . 
其 次 , 对 于 ww e 妞 !(G),a(wo) 满足 不 等 式 (连续 性 条 件 ) 


(5.4.11) au ojls ulallelh. 


由 于 a(w,v) 对 称 正 定 , 也 称 -A 为 对 称 正 定 算 子 (参看 (5.4.5)， (5.4.6)). 
对 于 wue 本 (G), 考虑 实 参数 入 的 捧 数 


op( 入 ) 一 J(uws 十 Xu ). 

利用 alw,z) 的 对 称 性 , 可 知 

2 
(5.4.12) (入 ) = J(w) 十 和 la(us_) 一 ( 记 )] 十 全 alu 也 ). 
它 和 (5.3.13) 有 完全 相同 的 形式 . 

若 进一步 假定 w, e C2(G) 站 丽 (G), 则 由 (5.4.5)，(5.4.6) 得 出 
(5.4.13) au ,u) 一 (ju) 一 (一 Au 一 帮 U) 
设 v, 是 边 值 问题 (5.4.1)，(5.4.2) 的 解 , 则 
2 (0) = au 一 (ju 三 (一 Au 玫 uv) =0， 对 任意 4 E I(G)， 
从 而 
入 2 
J(ux 十 和 Xu) 一 JJ(us) 十 本 au 本 


对 任意 姑 0,uwe 刀 1(G), 入 关 0. 这 说 明 w。 使 .Jr 达到 极 小 . 

与 定理 3.1 类 似 , 可 证 明 使 J(w) 达到 极 小 的 v, 当 其 属于 C2(G) 门 嫩 I(G) 
时 , 必 为 (5.4.1)，(5.4.2) 的 解 . 

于 是 得 
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定理 4.1 设 ws e C2(G) 是 边 值 问题 (5.4.1)，(5.4.2) 的 解 , 则 us 使 J(u) 
达到 极 小 . 反之 , 若 加 e C2( 加 站 丽 (G) 使 Jr(u) 达到 极 小 , 则 ws 是 边 值 问题 
(5.4.1)，(5.4.2) 的 解 (古典 解 ). 


由 于 .J(uw) 在 力学 、 物理 学 中 表示 能 量 , 所 以 也 称 定 理 4.1 为 极 小 位 能 原理 . 
注意 定理 4.1 要 求 we C2(G), 而 变 分 问题 (5.4.8) 还 允许 不 属于 C2(C) 的 解 ， 
称 之 为 边 值 问题 的 广义 解 . 

注 4.1 若 代 替 (5.4.2) 的 是 非 齐 边 值 条 件 


(5.4.14) ur = ep(z)，PeC()， 
则 取 一 特定 丙 数 wo e C2(G),uolr = o, 令 w=v -auo, 则 。 满足 方程 : 
一 Au = 了 十 Auo 


和 齐 次 边 值 条 件 (5.4. 构造 v 的 二 次 泛 责 


jJ(u) = 二 5// |( 习 ) ( 庆 ) ( 子 ) 2) ] dzrdy/ 一 久 厂 十 Auo)judzdy 
Is ) + 器- 营 ) ] ww- 
1 (二 Auo)jlu 一 uvo)odzdy 


二 ( 产 ) 六 Cuo Du Duo 
[的 + ( 呆 ) -sm dzdy/ 一 儿 和 二 + 灵 到 | dzdy 一 


|/ Auoudzdy 十 常数 
人 


由 (5.4.4) 
DY 2uo ， OU 池 S| 
1 Auoudzdy 一 ) 站 医 区 可 十 页 5 dzdy 
Ce 
一 一 _ uau- 1 ds = 常数 ， 
号 了 
足见 


J(o) = .J(uw) 十 常数 . 


由 此 可 昂 , 变 分 问题 
jJ(u.) = ii J(u) 
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和 


(5.4.15) 5 了 
和 | 了 一 多 
等 价 , 且 w = 居 -- 140. 
据 定 理 4.1, 非 齐 次 边 值 问 题 (5.4.D)，(5.4.14) 与 变 分 问题 (5.4.15) 等 价 . 


4.2 ”自然 边 值 条 件 
考虑 第 二 、 第 三 边 值 条 件 


(5.4.16) 2 十 om 





利用 公式 (5.4.4)， 


J(W) 三 (一 Au 也 ) 一 岂 ) 


| | |( 灾 ) (这 2 池 ) | dueay- 5 /于 一 uds - / 站 dzdy 
2 
-了 二) ( |azawo+i /aeas-/ dzdy. 
厂 C 


令 
骆 ou oOu on 
(5.4.17) GD) = =j// 元 殉 + 有 史 | dady+ /auods 
CC 有 
则 
(5.4.18) JJ(4) 一 afu 4) 一 〔.,)， 
设 us e C2(G),ve 刀 1(G). 由 公式 (5.4.4), 我 们 有 

(5.4.19) au ua) 一 ( 刀 U) 王 (一 Ar 一 户 ) + (ou 十 Ce juds 

f 


今 攻 虑 实 变量 和 的 前 数 
p(A) = .Ju 二 AU， WeteE 石 !， 
直接 计算 , 可 得 形 如 (5.4.12) 的 展 式 : 
(5.4.20) P(A) = Jus) 十 和 wu ua) 一 (六 十 和 av 1 


睦 中 ago 用 (5.4.17) 定义 . 与 定理 3.1 的 证 法 类 似 , 呆 以 证 明 
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定理 4.2 边 值 问题 (5.4.1)，(5.4.16) 的 解 wu，E C2(G) 是 下 列 变 分 问题 的 
解 : 求 ww E 五 1(G), 使 
(5.4.21) J(ux* ) 一 革 计 了 (已 )， 
反之 , 变 分 问题 (5.4.21) 的 解 us 若 属 于 C2(G), 则 也 是 边 值 问题 (5.4.1)，(5.4.16) 
的 解 . 


若 wy E1(G) 是 (5.4.21) 的 解 , 则 称 之 为 边 值 问题 的 广义 解 . 

值得 指出 的 是 , 变 分 问题 (5.4.21) 并 不 要 求 v 满足 任何 边 值 条 件 , 而 它 的 解 
ws 却 自 动 满足 (5.4.16), 这 是 第 二 、 三 边 值 条 件 与 第 一 边 值 条 件 的 一 个 重大 差别 . 
像 两 点 边 值 问题 一 样 , 我 们 称 第 一 边 值 条 件 为 本 质 边 值 条 件 , 第 二 、 三 边 值 条 件 
为 自然 边 值 条 件 . 


4.3 虚 功 原 理 


像 $3 那样 , 同样 可 以 建立 第 一 .第 二 .第 三 边 值 问题 的 虚 功 原理 . 为 叙述 统 
一 , 我 们 考虑 Poisson 方程 (5.4.1) 的 混合 边 值 问题 . 如 图 4.1, 设 边界 及 分 成 互 
不 相交 的 两 部 分 : 六 和 郊 . 在 下 上 满足 第 一 边 值 条 件 : 


(5.4.22) 虽 民 三 冰 
在 于 上 满足 第 二 或 第 三 边 值 条 件 : 


(5.4.23) < 二 oul 一 0，aw>(0. 
DOm 


: 


图 4.1 
以 v" 乘 (5.4.1) 两 端 并 在 G 上 积分 , 得 


(5.4.24) | [(--Au)u -fojdzdqy = 0. 
G 
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利用 公式 (5.4.4) 及 关于 wu 的 边 值 条 件 (5.4.22)，(5.4.23) 得 


既 oO 0 Du OV 
(5.4.25) ER Auwjzodzdy 王 儿 /人 二 有 dzdy 一 下 vd 


( 冯 Ov 2 】 
-1 元 区 十 到 元 dzdzy 十 了 atuds. 
定义 双 线 性 形式 
L (到 Du 0u 
(5.4.26 ) Q 人 (4， | 区 2 页 杷 ) dzay+ | ouods 
三 2 
则 可 将 (5.4.24) 写成 
(5.4.27) ay) 一 (jz) 一 0. 


以 五 1(G) 表示 五 1(G) 中 满足 第 一 边 值 条 件 (5.4.22) 的 示 数 组 成 的 子 空 间 . 
今 提 如 下 变 分 问题 : 求 we EU(G), 使 对 一 切 ve 五 8(G) 满足 (5.4.27). 
设 weC2(G),ue ELG), 则 由 (5.4.4) 得 


(5.4.28) az) 一 (f 站 ) 二 [-Avu - 外 vdzdy 十 1/ (如 + au juds 
了 2 


与 定理 3.1 的 证 法 类 似 , 可 推出 


定理 4.3 设 veC2(G), 则 满 足 (5.4.1)，(5.4.22)，(5.4.23) 的 充 要 条 件 是 : 
uE 万 1 且 对 任意 ve 万 3 满足 变 分 方程 (5.4.27). 

因为 (5.4.27) 左 端 在 力学 中 表示 虚 功 , 故 亦 称 定理 4.3 为 虚 功 原理 . 和 边 值 
问题 不 同 , 变 分 方程 (5.4.27) 允许 有 不 属于 C2(G) 的 解 , 称 为 边 值 问题 的 广义 解 . 

从 定理 4.3 看 出 , 边 值 条 件 (5.4.22) 和 (5.4.23) 有 重要 差别 , 前 者 为 本 质 边 
值 条 件 , 后 者 为 自然 边 值 条 件 . 

正如 $3 指出 过 的 , 虚 功 原理 较 极 小 位 能 原理 应 用 更 广 , 它 不 必要 求 边 值 问 
题 对 称 正定 . 


习 题 
1. 设 veC(G) 满足 


几 updzdy = 0， 对 任意 PE CO"(C)， 


CC 


波 证 也 三 10. 
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2. 证 明定 理 4.1 的 第 二 部 分 . 
3. 试 就 Poisson 方程 (5.4.1) 的 非 齐 次 边 值 条 件 
Du 
(5.4.29) 5 十 az 二 B，a>0， 
导出 等 价 的 变 分 问题 . 
4. 试 就 椭圆 方程 第 一 边 值 问题 : 


(5.4.30) 一 VLkKVu) +ou 一 丰 (zcEG，Ur=9 


建立 等 价 的 极 小 位 能 原理 和 虚 功 原理 , 其 中 上 = kz,y) ec CI(G),mink > 0,oceC(G),c > 
人 
0,fez(Ge),geC(rm, 而 


V(kVa) = 半 (kt 如) ( 洒 ) 
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前 面 各 节 讨 论 了 如 何 化 边 值 问题 为 等 价 的 变 分 问题 , 本 节 讨 论 如 何 解 相 应 
的 变 分 问题 . 必须 指出 , 除 少 数 特 殊 情 形 外 , 一 般 不 可 能 求 得 问题 的 准确 解 , 因此 
需要 各 种 近似 或 数值 解法 . Ritz-Galerkin 方法 是 最 重要 的 一 种 解法 , 它 是 以 后 要 
讨论 的 有 限 元 法 的 基础 . 

用 尽 表 示 丙 , 有形 , 瑟 1 等 Sobolev 空间 , 瑟 = 万" 是 忆 空间 .万 代表 83, 84 
中 的 微分 算 子 (二 阶 常 微分 或 偏 微分 算 子 ). ao(uwv) 是 由 工 及 边 值 条 件 决定 的 双 
线性 形式 , 它 由 (Zu,v) 经 过 分 部 积分 并 代 和 人 边 值 条 件 后 得 到 . 得 出 a(w,v) 的 表 
达 式 后 , wy 就 无 需 满 足 自然 边 值 条 件 了 , 但 本 质 边 值 条 件 仍 需 满 足 , 就 是 说 , wm 
应 属于 空间 过. 前 已 证 明 , a(w,v) 是 对 称 正 定 双 线性 形式 , 即 满足 


(5.5.1) aluV) = aluu)， 对 任意 wuve 忆 
(5.5.2) auu) > 了 | 才 jl2， 对 任意 ve 也 
其 中 7 > 0 是 与 业 无 关 的 常数 . 


此 外 , a(uw,v) 还 满足 连续 性 条 件 
(5.5.3) la(uwoj 和 Mu， ww ve 五 1 


(参看 (5.3.12)，(5.4.11)). 
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设 je 万 , 则 8183 和 84 的 二 次 泛 本 可 统一 写成 形式 : 
Ju) = av u) 一 〔 庆 当 ). 
于 是 边 值 问题 Cu = j 等 价 于 求 we D, 使 
(5.5.4) J(u) = mip 7(o) 


这 就 是 极 小 位 能 原理 . 
边 值 问题 的 另 一 变 分 形式 是 : 求 e 了 ,使 


5.5.5) au) = (上 四 , 对 任意 we 辽 


AP 


这 就 是 虚 功 原理 . 虚 功 原理 并 不 要 求 a(uw,u) 对 称 正定 . 
变 分 问题 (5.5.4) 和 通常 的 极 值 问 题 (81) 比较 , 主要 困难 是 在 无 穷 维 空间 也 
上 求 泛 朱 的 极 小 值 . Ritz Galerkin 方法 的 基本 思想 在 于 用 有 穷 维 空间 近似 代替 
无 穷 维 空间 ， 人 人 81). 六 和 是 如 何 选取 有 
穷 维 空间 . 
设 岂 是 TV 的 ?2 维 子 空间 , pl ,wp2,. ,pr 是 局 ， 的 一 组 基底 称 为 基 函 数 . 
则 Z 中 任 一 两 数 ww 可 表 为 


卫 


(5.5.6) 岂 m 一 7 Ci 


4】 


Ritz 法 的 目标 是 : 选取 系数 ci, 使 J(un) 取 极 小 值 . 注意 


J(un) 一世 aunyaan) 一 (jwn) = 2 a(piy jjcici 一 so) 1) 


“和 T 
是 ccz……cn 的 二 次 冰 数 , a(pi oj) = a(ojoi). 如 31 令 
oOyJ(un) 
Oci 加 
即 知 (1 C2 CCm 满足 
(5.5.7) >》 a(pi oj)eci = ( 记 1)， JJ 三 1 2 7 


一 1 
这 是 线 代 数 方程 组 , 求 出 ci 后 , 代 到 (5.5.6),， 就 得 出 近似 解 ,这 就 是 熟知 的 
Ritz 法 . 用 Ritz 法 求 得 的 ww 在 空间 到 是 最 佳 的 , 就 是 说 , 在 局 , 中 的 所 有 元 
索 中 , wu 使 .J(w) 达到 极 小 值 . 
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Galerkin 法 也 是 求 形 如 (5.5.6) 的 近似 解 , 但 要 求 系 数 mm 使 wu 关于 ve Un 
满足 (5.5.5), 即 


(5.5.8) an 一 (fj 四， 对 任意 ve LU， 


或 ( 取 u= 册 ,1 乞 了 委 站) 


让 


>》 a(pipj)e 一 (由 ph 让 )， 了 = 1 2 ,7 
i=1 
这 和 Ritz 法 导出 的 方程 组 (5.5.7) 相同 , 因此 习惯 上 称 (5.5.7) 为 Ritz-Galerkin 
方程 . 
尽管 Ritz 法 和 Galerkin 法 导出 的 近似 解 w, 及 计算 方法 完全 一 样 , 但 二 者 的 
基础 不 同 . Ritz 法 基于 极 小 位 能 原理 , 而 Galerkin 法 基于 虚 功 原 理 , 所 以 Galerkin 
法 较 Ritz 法 应 用 更 广 , 方法 推导 也 更 直接 . 仅 当 aluwu) 对 称 正 定时 两 者 才 一 致 ; 
否则 . 只 能 用 Galerkin 法 ,而 不 能 用 Ritz 法 .Ritz 法 的 优点 是 : 力学 意义 更 明显 
(尤其 是 特征 值 问 题 ), 理论 基础 比较 容易 建立 . 
现在 考察 Ritz-Galerkin 方程 (5.5.7) 的 系数 和 矩阵 


aplP1) apa2 pl) dpny 1) 
(5.5.0) 几 一 - ， , 
Q&(Pl,pn) cpa2ypr) …: a(pny pn) 


据 (5.5.1)，au(ei oj) = apjpi, 所 以 4 对 称 ， 又 由 (5.5.2)， 对 任 一 非 零 向 量 
(cl1,……， 二 次 型 


了 人 也 
>》 a(pipji)cicr =a 妇 cipi 》， si| 一 Q(untun) > 0， 
一 1 


vi 了 一 1 :一 1 了 
这 说 明 4 正定 . 由 此 即 知 (5.5.7) 肉 一 可 解 . 


定理 5.1 设 鼠 是 变 分 问题 (5.5.4) 或 (5.5.5) 的 解 ,un 是 Ritz Galerkin 方 
程 (5.5.7) 的 解 , 则 有 与 w7 无 关 的 常数 8 > 0, 使 误差 人 一 如 满足 不 等 式 : 


(二 点.10) | 一 ul 和 DOinf | 忆 一 加 | 
DEL 


如 果 fpijg 于 了 完全, 即 fpil}g 的 一 切 可 能 的 线性 组 合 于 过 稠密 , 则 由 (5.5.10) 
可 推出 收敛 性 : 


(5.5.11) im | 一 zn|il = 0. 
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估计 式 (5.5.10) 左边 的 ||w 一 zs 由 表示 飞 与 wn 的 距离 , 右边 的 inf ll 一 四 
表示 和 子 空间 Z 的 最 小 距离 . 注意 we 上 ,可见 估 计 式 (5.5.10) 是 最 佳 的 
(如 果 不 考虑 常 系数 9)， 


证 明 从 (5.5.10) 推 (5.5.11) 是 直接 的 . 实际 上 , 对 任意 es > 0, 有 线性 组 合 














7 了 中 
4 一 2 di 
一] 


二 
尼 
由 (5.5.10), 当 m > mm 时 ， 


E 
< 0 一 一 E. 


必 一 xnlhsO 本 


但 一 人 


人 














这 证 明了 (5.5.11). 
今 证 (5.5.10). 因 w; un 依次 满足 方程 : 


ao) = (fw)， 对 任意 ve 
a(tun; 1) 三 (六 0 让 )， 了 三 2 


故 对 任意 we Un， 

at ton) 一 (jwn)， aunyvn) 一 ( 太 on) 
两 式 相 减 , 得 
(5.5.12) alu -nun) =0， 对 任意 wn e Un. 


利用 (5.5.2) 和 (5.5.12), 有 


1 
(5.5.13) | 一 wa 和 一 au 一 tr 一 mn) 一 一 Un 了) 


au 一 ni 人 一 Vn). 
由 (5.5.3)， 
a(u 一 2 人 一 加 ) 委 AM 一 | 人 一 wo] 


关 此 


AI 
lw 一 sanla 和 人 
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消去 共同 因子 lw 一 sn|l, 并 令 6 = M/m, 则 得 
Il 一 an s< Bllw 一 oj， 对 任意 wm e 局 


两 端 关于 wn e Im 取 下 确 界 , 即 得 (5.5.10). 

注 5.1 当 Ritz-Galerkin 法 用 于 非 齐 边 值 问题 时 ， 要 根据 边 值 条 件 的 两 种 
不 同类 型 (本 质 的 和 自然 的 ) 作 相 应 处 理 . 对 非 齐 次 自然 边 值 条 件 , 只 要 适当 修 
改 右 端 即 可 , 不 必 对 基 函 数 加 任何 限制 . 对 于 非 齐 次 本 质 边 值 条 件 , 应 对 它 齐 次 
化 后 再 用 Ritz-Galerkin 方法 . 例如 非 齐 次 边 值 问题 (5.3.19), 其 右 端 点 为 自然 边 
值 条 件 , 因此 右 端 应 改 为 (六 oj) +p(b)Boi(b) (参看 83 习题 2.3). 而 左 端点 为 本 
质 边 值 条 件 , 经 齐 次 化 后 , ww 形 如 


un(Z) 一 WO(Z) 十 六 cipi(zZ)， 


其 中 wi(a) = 0 (= 1,2……,m),uo(z) 是 满足 wo(a) = a 的 任 一 已 知 函数 .相应 
的 Ritz-Galerkin 方程 变 成 


(5.5.14) > alpipji)c = ( 访 O) 十 p(O)Bpi(b) 一 aluopj)， 了 = 12……，nm. 
?一 】 


实际 计算 时 取 wo(z) = awo(z)j,wo(z) 是 满足 wo(a) = 1 的 任 一 函数 (为 使 右 
端点 条 件 保 持 不 变 , 要 求 wo(z) 在 如 附近 等 于 0). 对 于 二 维 边 值 问题 , 精确 给 出 
wo(z) 是 困难 的 , 一 般 只 能 用 插值 法 得 到 wo(z) 的 近似 式 . 

注 5.2 我 们 曾经 指出 ，Ritz 法 只 能 用 于 解 对 称 正 定 微分 算 子 方程 ， 而 
Galerkin 法 则 可 解 更 一 般 的 微分 方程 . 例如 两 点 边 值 问题 (参看 定理 3.3): 


dz dz 
ua) 三 0 8 ( 护 三 0， 


d dx dz 
和 ( ) Se = 放 一 D， 
(5.5.15) | 也 思 十 7- 一 十 qu 一 阁 QQ<Y 芭 


其 中 pe Ci),p(z) > pmin > 0rqaecCcD),f ezZ2(D,T = (co, 刀 . 与 之 相应 的 双 
线性 形式 为 


ba「 du dv dz 
alu,V) 一 J 三 十 十 quv| dzr. 


显然 ca(wv) 非 对 称 正定 , 除非 > = 0,g > 0. 因此 不 能 用 Ritz 法 解 (5.4.15). 但 
Galerkin 法 仍然 可 用 , 且 导 出 的 线性 方程 和 (5.5.7) 相同 . 

至 于 Galerkin 方法 收敛 性 和 误差 估计 的 研究 , 已 超出 本 书 范围 , 此 处 从 略 
(参看 [10]). 
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例 5.1 用 Ritz-Galerkin 法 解 边 值 问题 


WwW 十 全 一 一 ， 0<Z 了 < 二 
(5.5.16) 人 


由 (三 吉 和 三 本 


此 时 ,过 = 丽人 T) (IT= (01)), 瑟 = 大 (站 ). 于 函 (D 取 一 族 基本 数 wi(z) (i = 
1,2….), 使 每 一 pi(z) 满足 齐 次 边 值 条 件 , 彼此 线性 独立 , 且 构 成 大 的 完全 系 
统 . 以 pl,pz,….,wpn 为 基底 张 开 的 子 空间 就 是 ” 维 空间 蕊 . 

通常 有 两 种 选取 w; 的 方法 . 一 种 是 选 mw 为 三 角 多 项 式 


wi(z) 一 sin(irz)， 定 一 1,2,….， 
另 一 种 是 取 w; 为 代数 多 项 式 

mi(z) 一 w(z)zZt1， 宇 一 12…… 
为 使 w 满足 边 值 条 件 , 取 


w(Z) 一 Z(1L 一 zh) 


将 wn(z) 表 成 


zz( 了 7) 一 cii(Z) 一 zZ(I cm 丈 ] (cl 十 Co2T = 人 


让 1 
先 令 了 =1 则 =cz(l 一 z). 由 (5.5.7) (2 = 1),cl 满足 方程 
, 加 | 
cl 大 (2”; + wpi)plidz = -人 z“(1 一 z)qz. 


经 计算 , 得 


3 -_ 1 -=5 = 瑟 o0l 人 
1 一 1 
再 令 站 = 2. 以 wa = cipl +czpa,j = -2Z 代 到 (5.5.7), 经 简单 计算 , 得 Ritz- 
Galerkin 方程 : 
人 
10414 202 12， 
上 
202 105 ”20- 
71 7 
解 之 ， 得 Cl 王 369 :22 ee 41， 于 是 


7 是 
2 一 2(1 一 了 ) ( 霹 + 琳 z| 
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边 值 问题 (5.5.16) 的 精确 解 为 





Sin 化 下 
”Sinl 
下 
表 5.1 列 出 ui(z),uz(z),xws(zZ) 于 zx== IT, 7 了 的 吨 数 值 . 


人 
1 
4 
1 
2 
3 
4 





上 上 述 例子 是 简单 的 . 实际 应 用 中 的 问题 要 复杂 得 多 . 例如 基 却 数 的 选取 , 它 
必须 满足 本 质 边 值 条 件 . 在 有 限 元 方法 出 现 以 前 , 通常 选 代 数 或 三 角 多 项 式 为 基 
冰 数 , 除 特别 规则 的 区 域外 , 要 它们 满足 边 值 条 件 是 困难 的 . 

下 一 节 我 们 将 对 规则 区 域 和 周期 边 值 条 件 介绍 一 类 有 效 的 谱 方法 和 拟 谱 法 . 
第 六 章 介绍 的 有 限 元 法 , 提供 了 系统 构造 基 丽 数 或 子 空 间 的 方法 , 可 用 于 求解 复 
杂 的 边 值 问题 . 


习 题 
州 Ritz- Galerkin 方法 求 边 值 问题 
| 巡 二 全 =z2， 必 工 1 
Lu(0) 至 必 ， 痢 和 下 全 


的 第 m 次 近似 wn(z), 基 栅 数 为 pi(z) = sin(irz),i 一 1,2,… ,7m. 


86 谱 方 法 


本 节 针 对 规则 区 域 , 例如 一 维 区 间 , 二 维和 矩形 以 及 三 维 长 方 体 等 乘积 型 区 域 
和 周期 边 值 条 件 , 介绍 Fourier 谱 方法 , 这 是 经 典 Ritz-Galerkin 法 常用 的 一 种 方 
法 . 由 于 该 方法 的 计算 量 大 , 且 要 求 基 珊 数 满足 边 值 条 件 , 所 以 在 应 用 中 受到 很 
大 限制 . 1965 年 , 出 现 了 计算 离散 Fourier 变换 的 快速 算法 - FFT 算法 (人 参看 
[5 引 ), 这 不 仅 给 Fourier 谱 方法 提供 了 快速 发 展 的 机 遇 , 而 且 还 将 它 推广 到 关于 一 
般 正 交 多 项 式 展 开 的 谱 方法 (参看 [13]).， 作为 模型 , 我 们 考虑 两 点 边 值 问题 , 推 
广 到 高 维 乘积 型 区 域 边 值 问题 并 不 困难 . 
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6.1 三 角 范 数 逼 近 
现在 假设 互 "(0,2r) 是 定义 在 (0,2r) 取 复 值 的 Sobolev 空间 , 瓦 m(0, 2r) 是 
下 7 (0,2r) 中 以 2r 为 周期 的 困 数 组 成 的 Sobolev 子 空间 : 
ip (0,2m) = {f7e 鼠 "(0,2r) ,7z+2r) = jz)j， 
其 内 积 和 范 数 分 别 为 有 
(jg9)m = 人 
和 


往 后 以 (上 9) 和 | 并 分别 表示 (六 gj)o， 和 | 
设 fe BEm (0,2m) ,将 Flz) 展 成 Fourier 级 数 : 


(5.6.1) jz) = > FE)eikr， 


天 三 一 oo 
其 中 
j 昌 = 区 人 fojeredr= 关 (en 
为 了 的 Fourier 系数 . 对 (5.6.1) 逐 项 微 商 ( 求 广义 导数 ), 得 


(5.6.2) 人 王 FU)(ik)seikz， 0<s 苹 mn. 


《23 





由 三 角 珊 数 系 feikz}z 的 正 交 性 


2 . 
(5.6.3】 (eiir,eikz) 一 人 0， 大 夭 小 
0 2 三 光 








-人 (过 joyren| ( 也 并 DCibse 二 
-2xz 》 jrj 
大 三 一 co 
取 无 穷 级 数 (5.6.1) 的 2N + 1 项 和 : 
(5.6.5) jnv(z) = 和 jz)eie， 
大 一 一 人 


我 们 自然 关心 fw(z) 对 ffz) 的 通 近 性 . 
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引 理 6.1 设 flz) e 万 "(0,2r), 则 对 s:0<s 和 ms 有 估计 


1.Az) 一 Ntz 川 。 入 CN 一 ||j||。， 

其 中 C 是 与 放 N 无 关 的 常数 ， 

证 明 由 (5.6.1) 和 (5.6.5)， 

d2( jz 
| 0 到 -7 F 六 ) ein E 当 (7) ina 
12 六 [> 
对 0 入 7 入 s 芯 7, 由 (5.6.4) 有 

| 大) =2r 》， 7 =2r >》 1 (7 


mL) 7 7 27 
CT 
儿 人 > 人 于 > 作 





dm 2 


207 rp 全 2(J 一 
二 2TN (7 一 1) 放 ， | .Fl 和 委 人 0 dz | 


| 二 六 
关于 7 :0 和 7 和 ss 取 和 , 两 边 开 方 , 即 知 结论 成 立 . 


记 UVA = spanfexz} 信 _Nw,Pv 是 由 五 = 克 0 到 Vw 的 到 投影 算 子 , 即 对 
VF e 万 有 唯一 Pvp eVN, 使 














(PNjfu) = (foU，voeDN. 


则 由 正 交 性 (5.6.3) 知 ，fxw(z) 就 是 flz) 从 五 (0,2x) 到 Vw 的 靖 投影 , 记 为 

JNv = Pv1 
为 应 用 快速 Fourier 变换 (FFT) 算法 , 最 好 取 N2m : UN = spaizifeike]}w 1， 

下 面 考虑 jz) 在 Vw 的 插值 冰 近 . 在 [0,2mx] 中 引入 2 个 等 距 节 点 zm = 


7 旋 可 


一 一 ,人 7 二 0,1, ,2N. 利用 三 角 师 数 的 性 质 可 以 证 明 


N ， 
N 一 1 本 
2 人 二 0,7m2 夫 0. 
今 
(5.6.7) 1 (z) 一 eik(z 一 zw) 
1 
由 (5.6.6)， 


1，772 一 风 ， 


lm (zn) 一 0mn 一 
ea) 772 天 刀 . 
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可 见 in{z) 可 作为 Lagrange 插值 基 珊 数 . 这 样 , ftz) 在 UVw 中 以 {zi} 为 插值 节 
点 的 插值 多 项 式 为 


(5.6.8) ”Tvjf(z) = \、 jzmjim(z) = 5 Jam)a 三 Cik(z 一 zwm) 


反 eikz 1 一 央 一 这 T 
2N 人 
定义 离散 内 积 和 范 数 : 
.2N 
(5.6.9) (www = 六 S》、u(zmja(zm),llull% = (waow. 
则 
(5.6.10) Tv F(z) 一 互 天 (Se 
其 中 
六 1 ji 大 工 
(5.6.11) jb) = 元 (fPe“)N 
是 离散 Fourier 系数 . 
6.2 Fourier 谱 方 法 
现在 举例 说 明 谱 方法 的 应 用 ， 
考虑 求解 周期 边 值 问题 : 
(5.6.12)1 Pu 三 一 妇 十 Xu 一 Flz)，zEe(0,2r)， 
(5.6.12)。 (0) 一 人 (2T) = 
其 中 入 > 0 是 常数 ,ftz) 为 2r- 周期 吨 数 . 引进 空间 
(5.6.13) 避 ={ue 互 (0,2m),u(0)=u(2r)=0}， 


用 v 的 复 共 斩 丙 数 zz) e U 乘 方程 (5.6.12)1 两 端 , 在 [0,2rx] 上 积分 , 并 施行 分 
部 积分 . 利用 周期 性 边 值 条 件 (5.6.12)>, 可 得 


2 2X 2 2 
下 Tu .Tdz 一 下 udz 一 w 和 | 十 + 和 AuTDdz 
0 0 0 
2r 2 
一 站 WU/dZ 十 局 XuDdz 一 ozdz. 
0 0 0 
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令 
2T 2 
a(z,V) 一 人 (4 十 AuEjdrz， (Au) = 人 rdrz. 
于 是 问题 (5.6.12) 的 变 分 形式 为 : 求 ve 愉 , 使 得 
(5.6.14) auu) =(jv)， vvueD 


在 Galerkin 法 中 , 取 子 空间 Im = span{feikz} 亿 _v, 就 导出 所 谓 Fourier 谱 
方法 . 

现在 介绍 解 边 值 问题 (5.6.12) 的 谱 方法 取 基 病 数 pk = eikz - 1 = 
士 1, 土 2,…. , 士 N,UN = span { 和 ;= 土 1, 士 2… , 土 N} , 则 谱 方法 为 : 求 


几 人 
1 N 一 汪 ck 一 》， C (es 1) > ， ckeikz ， 
天 一 一 作 大 一 一 从 大 一 一 入 
kz0 大 0 
(5.6.15) 
Cc0 一 一 CK 
大 三 一 从, 大 天 0 
满足 
久 全 
aluN;pj) 一 》 cka(elkr 
大 一 一 以 
史 二 六 间 
(5.6.16) 一 >》 ， cka(eikzr ,eijz) ckafeikz， 1)， 7 一 土 1, 士 2,…. , 士 N， 
大 一 一作 大 = 一 从 
一 (上 Dj) 
和 
人 
(5.6.17) 罗 ， ck 一 0. 
大 一 一 凡 
由 正 交 性 (5.6.3) 得 
(5.6.18) 
全 2 。 人 二 5 -。 
akeikzr ez ) 二 人 (一 ( 达 )(i7)eikze 一 5 事 和 Xeikze-ijz)dz 到 0， 大 天 几 
2r( 入 十 六 )， 大 三 记 
特别 取 大 = 了 = 0, 得 
al(1,1) 一 2 入 . 


2 2 
(5.6.19) (上 六 9) 王 上 jf(z)e-5zdz 一 人 (zz)dz. 
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于 是 方程 组 (5.6.16) 化 为 
2r( 入 十 思 )cj -2mXco = (Foj)， 了 = 士 1, 士 2…… , 士 N. 


与 (5.6.17) 联 立 得 方程 组 





1 CQ-1 二 b_1 
1 QI1 C1 D 
(5.6.20) E | = 
下 Q_N CN D_N 
] QN CN DN 
一 1 一 1 1] 1] ] ] C0 0 
其 中 
入 (由 ) 
5.6.21 一 一 一 一， 一 一 一 一 ， 7 一 十 1, 土 2.….., 士 NV . 
(5 ) (5 入 十 记 昌 2x( 入 十 72) 训 ? 


用 消 元 法 解 出 系数 cj 即 得 近似 解 ， 
由 定理 5.1 和 引 理 6.1 得 


le-awxlh<C iaf ll 一 aolhs 信人 | 同人 | 示 
tn 


由 上 和 式 可 看 出 , w(z) 的 光滑 性 越 好 ,ww(z) 收敛 得 越 快 . 特别 , 若 v(z) 是 无 穷 次 
可 微 的 周期 师 数 , 则 wx(z) 收敛 于 wx(z) 的 速度 快 于 记 的 任何 有 限 次 过 . 所 以 
也 说 谱 方法 具有 “指数 收敛 性 ”. 
注 Fourier 谱 方 法 要 求解 具有 周期 性 .对 非 周期 情形 ， 可 作 周 期 性 扩张 ， 
但 在 边界 点 会 出 现 间断 , 将 产生 不 应 有 的 振荡 ， 为 此 ， 人 们 研究 用 Chebysbev， 
Legendre 等 多 项 式 作为 通 近 工具 , 并 简称 相应 的 Galerkin 方法 为 谱 方 法 (人 参看 
113]) 
数值 例子 用 谱 方法 求解 
一 十 一 2rsinz 一 2cos7z， ZE(0,2T) 
允 (0) 一 (2r) 一 0 
(精确 解 ww = zsinz). 


令 flz) = 27sinz - 2cos7z, 谱 方 法 右 端 
2 2 加 2T 
(65622) (的 = 人 75dz= 人 Joerrdz- 人 yz)dz 
2X 2 "2 
一 下 (zjcos7zdz 一 站 jz)dz 一 1 F 太 (zZ) sin 7Zd7- 
0 0 0 


经 计算 得 
区 
1 了 天 士 1， 
(5.6.23) 人 沁 厄 ) 一 2ir2， 了 =1， 


T 十 2ir2， 了 = 一 1. 
另 一 方面 , 由 (5.6.21) 有 ( 取 入 = 1) 


下 
2 
1 
(5.6.24) 记 = 信 全)/2rG1+ 放 一 工 - 本 = 1， 
| 开 
3 
证 7， | 
(5.6.25 ) CQ1i 一 I 二 万 ， 7 一 十 1 士 2， ae 士 信 . 
最 后 解 方程 组 (5.6.20). 用 消 元 法 得 
1 QG-1 C-1 b_1 
1 人 1 1 上 
(5.6.26) : | 民生 
1 Q_N C_N DDN 
1 CNV CN 坊 N 
ao C0 bo 
其 中 
(5.6.27) 凡尘 睛 误 = 
k= 一 N,kz0 当代 一 了 


INV 


2 
大 一 一 人 ,大 F 关 0 天 一 1 
由 (5.6.26) 回 代 得 
(5.6.29) C0 一 光 ， CT7 一 b5 一 Qi7C0， 
从 而 


M 


“217 ， 


N 
(5.6.30) wN =co 二 >》 ciej” 一 co 十 演 jjejz 一 co 》 ae 


J 一 一 信 , 了 J 天 0 7 一 一 六 天 0 j 一 -和 NIJz0 


N N 
一 Co ( ， co] 十 信 。 bjedn， 
了 
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其 中 (利用 (5.6.24) 和 (5.6.25)) 


MV N _D 
(5.6.31) Qj16 7 一 >_ I 十 元 COS 7 了 
J 一 一 六 IJTX0 J 一 | 
(5.6.32) 克 bjeijz = 一 4 六 7 语 coSJ 了 IT 十 本 c087 十 工 Sin 7. 
J 一 一 六 天 0 T 一 ? 


将 (5.6.27)- 一 (5.6.29) 和 (5.6.31) 一 (5.6.32) 代 人 (5.6.30), 则 得 近似 解 : 


六 V 
(5.6.33) 4 一 C0 ( 天 六 co] 十 于 Djei5z 


J 一 一 六,J 关 0 5 一 一 人 JJ 天 0 
N 一 】 N 
1 人 1 
(让 
| 2 十 才 PP 2 
二 
1 


2 


N 
1 
0 了 co8Z 十 TSinz 


计算 结果 如 图 6.1, 图 6.2, 可 见 谱 方法 的 精度 是 很 高 的 . 





6.3 ” 拟 谱 方法 (配置 法 ) 


谱 方法 要 计算 许多 诸如 a(eik*,e5z) 的 内 积 , 对 变 系 数 方程 , 计算 量 较 大 , 有 
时 要 用 数值 积分 公式 . 现在 采用 配置 法 , 称 为 拟 谱 方法 , 可 明显 减少 计算 量 . 
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设 边 值 问题 为 求 2r- 周期 函数 ww, 满足 
(5.6.34) 1uU 三 


拟 谱 方法 是 选 定 节点 组 {zj}, 求 ww e UN, 使 得 wx 在 {zji} 上 满足 方程 (5.6.34). 
仍 以 边 值 问题 (5.6.12) 为 例 介 绍 拟 谱 方法 的 应 用 . 
取 基 珊 数 pk = eikz -18 = 十], 士 2,……, 士 N,UN = span{ 姑 ;K = 士 1， 
士 2,.… , 土 V}, 求 


N N N 
UN 三 ck 一 CK (eii 一 1) -一 潮 ckeikz ， 
一 一 从 大 一 一 人 天 一 一 从 
k 尖 0 K 尖 0 
N 
(5.6.35) co 一 一 CK 
K 一 一 N,Kz0 








du 和 N 0 2、ikz 
人 ce” 和 主 。 ck( 一 太 )e 

由 于 eisr。 = eikzraw, 故 可 设 配置 点 为 zw = 六 m 一 1 ,2N, 令 wu 在 
2N 个 配置 点 zm 上 满足 方程 (5.6.12), 得 到 


V 
(5.6.36) 2 
大 一 一 内 大 一 一 内 


两 端 乘 以 ez 着 ", 并 关于 mm = 1…… ,2N 求 和 , 则 左 端 为 
六 半 ckK2e ikzrme 一 订 Zm 有 ckeikzme 一 i 订 zm 


7 一 1 大 = 一 从 mm 一 1] F 一 一作 
内 
E ae 人 3 
大 三 一 从 大 一 一 人 mn=1 
一 N | 
二 ck 全 (elks， eiiz)N 十 入 凡 ck 于 (e eikz ,eijz)N， 
大 一 一 作 大 一 一 太 
右 端 为 
村 N 
》、 j(zn) erm = 一 (六 egz)N， 
区 
7 一 1 
其 中 


(wu,V)N = 一 和 (Ze (2 )。 


人 
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于 是 方程 组 (5.6.36) 化 为 


N 


(5.6.37) 。”》 ”ck(k2 十 AM)(eikr,eir)w = (feiz)w， 了 = -Ni-N+1…，N 
k= 一 和 
与 
(0 一 一 CC 大 
大 一 一 NT 大 0 


联 立 求 出 cs, 有 = 0, 土 1,…. , 土 N, 代 到 (5.6.35) 即 得 vN. 

(5.6.37) 是 Fourier 谱 方法 中 方程 (5.6.16) 的 离散 形式 .计算 形 如 
(cikzr ,oz)JN,(jPec5z)v 的 离散 内 积 时 ， 可 采用 快速 Fourier 变换 算法 (FFT) (人 参 
考 [可 ). FFT 可 将 要 计算 的 复数 运算 由 OUN2) 个 , 减少 到 OUN .log* N) 个 . 可 以 
证 明 , 拟 谱 方法 和 谱 方 法 有 同样 的 收敛 阶 . 对 于 具 复 杂 系 数 的 方程 , 特别 是 非 线 
性 问题 , 拟 谱 方法 更 为 实用 (参看 [13]). 


第 六 章 ”Galerkin 有 限 元 法 


有 限 元 法 , 实质 上 就 是 Ritz-Galerkin 法 , 它 和 传统 的 Ritz-Galerkin 法 的 主 
要 区 别 在 于 , 它 用 样 条 上 旺 数 方法 提供 了 一 种 选取 “局 部 基 冰 数 ”或 “分 片 多 项 式 
空间 ”的 技术 , 从 而 在 很 大 程度 上 克服 了 Ritz-Galerkin 法 选取 基 天 数 的 困难 . 有 
限 元 法 首先 成 功 地 用 于 结构 力学 和 固体 力学 , 以 后 又 用 于 流体 力学 . 物理 学 和 其 
他 工程 科学 . 现在 , 有 限 元 法 和 差分 法 一 样 , 已 成 为 求解 偏 微分 方程 , 特别 是 椭圆 
型 偏 微分 方程 的 一 种 有 效 数 值 方法 . 

有 限 元 法 的 基本 问题 可 归纳 为 : 

(1) 把 问题 转化 成 变 分 形式 . 

(2) 选 定单 元 的 形状 , 对 求解 域 作 齐 分. 

一 维 情形 的 单元 是 小 区 间 . 二 维 情形 的 重要 单元 有 两 种 : 四 边 形 (和 矩形、 任 
意 凸 四 边 形 ) 和 三 角形 . 三 维 单元 就 更 复杂 多 样 了 . 本 书 只 讨论 一 维 、 二 维 单元 . 

(3) 构造 基 枯 数 或 单元 形状 函数 . 

(4) 形成 有 限 元 方程 (Ritz-Galerkin 方程 ). 

(5) 提供 有 限 元 方程 的 有 效 解 法 . 

(6) 收敛 性 及 误差 估计 . 

第 一 个 问题 已 在 第 五 章 讲 过 了 , 第 五 个 问题 已 在 第 二 章 最 后 三 节 讨 论 . 本 章 
87 还 将 介绍 多 重 网 格 计 算 技术 . 为 了 便于 读者 理解 , 我 们 先 讲 一 维 域 上 两 点 边 值 
问题 的 有 限 元 法 (81,82), 然后 推广 到 平面 域 上 二 阶 椭圆 边 值 问题 ($3 一 86). 最 后 
在 $8, 介绍 如 何 将 有 限 元 法 推广 到 初 边 值 问题 , 包括 抛物 方程 和 二 阶 双 曲 方程 . 
我 们 仅 就 两 点 边 值 问 题 讨 论 线 性 有 限 元 法 的 收敛 性 和 误差 估计 . 有 限 元 法 的 一 
般 理论 已 很 完善 , 有 兴趣 的 读者 可 参看 [10] 、[21]. 


81 两 点 边 值 问题 的 有 限 元 法 
考虑 两 点 边 值 问题 


d dz 
一 一 一 一 ne 一 b， 
(6.1.1) 基 dz Ga 人 


(0 三 和 
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其 中 peClmD,p>p>0daesc yo ec 7T= fo. 我 们 将 从 Ritz 
法 和 Galerkin 法 两 种 观点 出 发 , 导出 解 (6.1.1) 的 有 限 元 法 . 


1.1 从 Ritz 法 出 发 
首先 对 求解 区 间作 网 格 训 分 , 节点 为 


QQ 一 TZ0O<TZI< .<Trn 一 


相 邻 节点 zi-1，zri 之 间 的 小 区 间 五 = fei-izi] 称 为 单元 (第 ; 号 单元 ), 其 长 度 
为 六 王 Ti 一 Ti 1. 

其 次 , 在 Sobolev 空间 五 8( 门 ( 见 第 五 章 82) 内 取 子 空间 内 (下 标 疡 = 
max ji), 它 的 元 素 wu(z) 在 每 一 单元 上 是 次 数 不 超 过 某 一 正 整 数 mm 的 多 项 式 ， 
在 全 区 间 [中 上 属于 函数 空间 EL(D), 就 是 说 , un(z) e BIT 且 wu(a) =0. 显 
然 这 是 有 限 维 空间 , 称 太 为 试探 函数 空间 , wn e [ 灰 为 试探 函数 (trial function). 

最 简单 的 试探 丽 数 空间 忒 是 由 分 段 线性 丽 数 组 成 的 , 它 由 节点 上 的 一 组 值 








U0 一 0 1， 2 :Un 
按 线性 插值 公式 
2 一 全 一 Ti 
(6.1.2) zh Z) 一 Vi 一 ] 十 二 7 ZE 一 1 2…… ,也 
了 怎 


确定 , 称 为 线性 有 限 元 (一 次 有 限 元 ) 空间 . 其 几何 形状 如 图 1.1. 称 (6.1.2) 为 单 
元 形状 扼 数 , 它 是 试探 卫 数 在 单元 五 上 的 限制 (restriction)， 





为 使 按 段 插值 标准 化 , 通常 用 仿 射 变换 


一 Ji 一 1 


把 到 轴 变 到 轴 上 的 参考 单元 [0,]]. 令 


No 三 1 一 和 NG =， 
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则 
(6.1.4) 局) No(E)uwi-1l 十 Ni(c)w， ze 大. 


因为 wu 的 自由 度 是 m”, 故 奈 是 m” 维 线性 空间 . 
将 (6.1.2) 代入 泛 顶 数 


J(u) = 5 / 全 
由 第 五 章 (5.3.5) 式 , 得 
D 
Ju) = 王 人 gu 党 +e 呈 一 27unjdz 
一 2 [pa 十 quzjdz 一 2 jundz. 
利用 变换 (6.1.3), 则 
也 1 
(6.1.5) J(hn) 一 4 pe 二 ha 人 -人 
jag(zi-l + ja)(No(e)u-i+ Na (uide- 


信 1 
> 人 fei+A(Nagwra+ Nuaat 
之 1 


令 

DJJ(zh 
(6.1.6) Re 二 071-1J27-1 十 0j7127 十 017+1LJ25+1 一 贡 一 0， 
其 中 


1 
0 = 全 po- 用 9+Ng(oi-i + 有 EL 上 dk 
1 
05+14 一 上 [一 PPp(zi 十 PHIE) 十 ij+1g(zi 十 加 iTE)EGL 一 上 ]de， 
】 
(6.1.6)/ G@77 一 人 [jp(zj-1 十 六 i) 十 hjq(Z7-1 十 hiE)Ec2]de 十 
】 
) [rip(zi 十 ii+1E) 十 加 +1g(z7 十 jiH1E)(1 一 二 ?de， 
1 下 
生 = 帮 人 Jeir+ 有 66 人 Hai 二 Ha6G -de 
就 得 到 w，vwz,，.… ，un 的 线性 代数 方程 组 , 称 之 为 有 限 元 方程 . 
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在 工程 计算 中 , 并 不 是 直接 由 (6.1.6)，(6.1.6)》 形成 有 限 元 方程 ,而 是 分 析 
每 一 单元 的 局 部 二 次 形 及 单元 矩阵 , 力学 上 称 为 单元 刚度 矩阵 ; 再 由 单元 刚度 扼 
阵 形 成 总 拖 阵 , 称 为 总 刚度 矩阵 . 刚度 矩阵 分 析 法 比较 灵活 , 程序 也 易 实 现 . 考 
察 (6.1.5) 右 端 第 一 个 求 和 号 内 第 守 项 (对 应 第 ， 个 单元 ), 它 是 wy 既 的 二 次 
形 , 可 写成 形式 


(6.1.7) (让 G) 工 下 人 we 全 ， 


这 里 tt) 一 (ai 1y24) 工 ， 


(6.1.8) 天 人 = 区 | 
为 单元 刚度 矩阵 ， 
pe +Rgeci+G 一 8， 
(6.1.9) 4 ait = lp(ce ja) 上 ja 人 zi 二 na6)E2]dk， 
ai 一 aii 1 一 = 1p(cr 二 NE) 上 etz 十 je 


现 把 五 人 扩展 成 mm xm 矩阵 , 第 i-1IL 行 第 宇和 行 和 第 站 -1 列 第 宇 列 交叉 位 置 
的 元 素 就 是 (6.1.8) 的 四 个 元 素 , 其 余 元 素 全 是 零 . 记 向 量 w = (wu2z,…… ,zun)T， 
则 (6.1.7) 可 写成 

uTIKGDw 


于 是 (6.1.5) 右 端 第 一 个 和 式 等 于 


记 
二 T 天 (人 一 ( 训 二 
1y 下 让 5 (于 xj 7 亿 下 人 也， 


“2 人 记 ! 一 | 


其 中 


妃 
(6.1.10) 下 = 》 政 提 


就 是 总 刚度 矩阵 . 

从 天 G 形成 素 的 步骤 是 : 第 一 , 按 (6.1.9) 计算 第 ;个 单元 刚度 矩阵 的 元 
素 of aa ， = co 全 ,并 标 出 在 总 刚度 矩阵 中 的 行列 号 , 如 现在 的 两 个 
下 标 那样 第 二 , 总 刚度 矩阵 天 的 第 ; 行 第 ) 列 元 素 cv, 恰好 等 于 所 有 单元 
刚度 矩阵 中 具 同 样 行列 标号 的 非 零 元 素 的 累加 和 . 实际 上 , 当 7 不 与 宇 相 邻 , 即 
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一 诈 > 工 时 oi =0; 当 了 与 1 相 邻 , 即 7 = 一 1 十 1 时 非 零 元 素 只 出 现在 第 
i 个 节点 相 邻 两 单元 的 刚度 矩阵 天 人， 玫 +0 中 , 其 余 单 元 刚度 窍 阵 不 对 ai 作 
贡献 . 

按照 上 述 法 则 , 不 难看 出 


(1 


Qi 一 1， 3 一 2 外 ， 
( 芭 (i 计 1) 
Qi 十 Qi ，7 王 1? 
(6.1.11) Qi 一 ?22 池 ) 
? 5 
Qi i 十 1， 了 三 4 十 1 


因此 天 是 三 对 角 抢 阵 . 
用 同样 方法 可 以 形成 (6.1.5) 右 端 第 二 个 和 式 . 令 


了 (G) (总 ， 上 站 )T， 
1 
有 旨 = 记 人 (zi +ja6)(L 一 6)dt， 
(6.1.12) 5 
用” = 1/ fc 十 NE)6dt， 
0 
以 及 了 玉 =( 电 ,pb ,bn) 工 
(6.1.13) 及 一 7) 上 0， 因 = 2 二 3 ， 各 =j)， 


则 (6.1.5) 右 端 第 二 个 和 式 为 


(6.1.14) iD 一 (zG) 工 站 人 . 


4 一 1 


综 上 所 述 , (6.1.5) 可 写成 


(6.1.5)/ J(aun) 一 auTRK 一 了 信 工 b. 
因此 有 限 元 方程 为 
(6.1.15) 五 凡 一 心 


注 1.1 当 第 一 边 值 条 件 (左边 值 条件 ) 非 齐 次 时 , 例如 wx(a) = a, 则 需 像 其 
他 单元 一 样 形成 五 = [zo,zlj] 上 的 单元 刚度 矩阵 . 但 形成 总 刚度 矩阵 天 时 , 先 
把 wo = a 当 作 未 知 量 , 玫 扩大 成 +1l1) x (2 上 +1) 矩阵 . 然后 去 掉 第 一 行 (或 者 
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一 开始 就 不 计算 第 一 行 ), 再 把 第 一 列 的 第 7 行 元 素 ajo 乘 以 (-uwo) = (-a), 累 
加 到 第 7 个 方程 的 右 端 后 , 再 去 掉 第 一 列 . 最 后 仍然 归结 到 方程 (6.1.5), 只 不 过 
右 端 向 量 因 第 一 边 值 作 了 修改 . 
注 1.2 若 第 二 边 值 条 件 (右边 值 条 件 ) 非 齐 次 , 例如 内 ( 妇 = 8, 则 需 从 下 列 
泛 晒 出 发 : 
0 
J(w) 三 | [pw 十 au 一 2Fujdz 一 Bp(b)vun.， 


(参看 第 五 章 83 习题 1) 它 比 齐 边 值 多 了 第 二 项 , 而 且 是 一 次 项 , 不 影响 总 刚度 和 扼 
阵 , 故 唯 一 的 改变 是 第 ”个 方程 的 右 端 要 累加 Gp(b. 
对 于 第 三 边 值 条 件 
以 (人 十 au(b) 一 有， 


则 不 但 要 修改 第 ”个 方程 的 右 端 , 而 且 总 刚度 矩阵 的 第 行 列 元 素 也 要 作 适 
当 修 改 , 请 读者 自己 推导 . 


1.2 从 Galerkin 法 出 发 


现在 从 Galerkin 法 (基于 虚 功 原理 ) 出 发 推导 有 限 元 方程 . 为 此 需要 构造 
试探 函数 空间 雄 的 一 组 基底 . 我 们 指出 , 同一 空间 ww, 可 取 各 种 不 同 基底 , 但 
并 非 任 一 组 基底 对 计算 都 是 可 取 的 . 在 单元 五 ，Fi+l 考察 线性 插值 公式 (6.1.2) 
及 a 的 系数 , 我 们 自然 对 每 一 节点 zi 构造 山形 函数 


2 Ti-1 入 了 Ti 
户 ， 》 4 一 1 从 天 沙 1 
oi(Z) 一 41- 于 一 
Ai+l 
(6.1.16) 0， 其 他 ， 


一 12... 克 一 1 


本 克 ca 并 Zn-1l 和 了 乏 ni 
pn(z) = hn 可 
0， 其 他 ， 


革 十 








Zi 入 2Z 乏 Ti+l) 


其 几何 形状 如 图 1.2. 
显然 pl(z),:… ,wpn(z) 线性 无 关 , 它们 组 成 奈 的 基底 . 任 一 如 E 奈 可 表 成 


(6.1.17) Uh(zZ) 一 aapi(z)，W 一 Uh(zi) 
据 第 五 章 (5.3.4) 式 , 与 边 值 问 题 (6.1.1) 相应 的 双 线 性 形式 为 


6 
(6.1.18) a(t,V) 一 人 [pw 十 quuv]dz. 
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区 -1 其 上 瑟 二 | 其 区 
1.2 
从 而 Galerkin 方程 为 
人 省 
(6.1.19) >》 a(pipj)ui 1 jpjdz,7 = 1， 2， 人 
1 一 1 4 


若 借助 仿 射 变 换 (6.1.3) 及 [0,1] 上 的 标准 山形 函数 
(6.1.20) No(E) 一 1 一 上，J( 人 三 包 


则 对 ;= 1,2,.… ,一 1 基本 数 可 写成 : 





光一 澡 
No(6, 《= 2 Ti 过 了 示 Ti 计 1) 
1 
eitz) 本 Ni(E)， E 一 一 必 i 一 1 乏 也 么 1 
0， 其 他 ， 
而 
Ni(6)， 二 cs Zn-1 入 2 入 了 Zn， 
pn(Z) 一 也 
0， 其 他 . 


显然 , 当 17 一 计 >2 时 , pi.pj = 0. 系数 矩阵 的 第 ) 行 只 有 三 个 非 零 元 素 , 即 
(6.1.21) a(Pji-1927) 三 人 和 [pp5e 人 十 gpjp7-1|dz 
= [pg 有 ?+eG)wpilzjoi-aadz 


工 
四 人 [后 2p(ci 十 有 6 二 g(ci-i 十 i56(1 一 引 引 dk， 
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了 立 了 十 1 
(6.1.22) ”aa(pj,9 让 三 ] [pw 十 gp2?| dz 十 ] [pp 十 gp? dz 
袜 一 1 


Zy 


[pz) 生 2 +a(zjp2(z)]dz+ 


= 人 [和 1p(oji-1 二 6) 十 jg(zj-1 十 jn6)2] 4 十 
人 [Pip(zi 十 j+15) + ji+1g(27 十 +H16)(1 一 )?| dk， 
(6.1.23) a(P2j+u27) 一 人 和 [ppjp9Hl + gpipjtljdz 
=- 人 [9 +alzjwie)erra(a]dz 
= /Fi+ 和 n+NhaG+NH66G- 司 上 


这 里 了 2， 3， 第 一 行 只 有 两 个 非 零 元 素 : Q(P1 1)， af(wl,%2)， 第 也 行 
也 只 有 两 个 非 零 元 素 : a(wn, en-1) 和 


1 
(6.1.24) a(wpn;pn) = 人 [hs p(zn-1 十 jhnE) 十 jadg(zn-l 十 jnE)6]dk. 


方程 (6.1.19) 的 右 端 项 


人 
了 


(6125) (foj) = 人 Htajypi(z)dz+ 人 yowiodz 
1 于 
一 亡 上 人 zi-1 十 有 PiE)KdE 十 ji+1 1 fczi 十 jjH1E 作 1L 一 上 )d6. 


与 (6.1.9), (6.1.11) 比较 , 可 见 (6.1.19) 的 系数 矩阵 就 是 总 刚度 矩阵 . 

由 上 看 出 , 按 Galerkin 方法 推导 有 限 元 方程 更 加 方便 直接 . 尤其 重要 的 是 ， 
因为 它 基 于 虚 功 原理 , 所 以 不 但 可 用 于 保守 场 问题 , 也 可 用 于 非 保守 场 及 非 驻 定 
问题 . 今后 我 们 主要 按 这 一 观点 建立 有 限 元 方程 . 

注 1.3 假名 左边 值 条 件 非 齐 次 


U(a) 一 Q， 


则 增加 一 基 顷 数 
北 一 炎 0 
全 人 TZ0 和 么 了 1， 
R1 


0 其 他 . 
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将 wh 表 为 (参看 第 五 章 引 注 4.1) 


吧 
?一 GyW%0( 并 ) 十 iDi( 工 )， 


[| 


自由 度 还 是 ww 有 限 元 方程 为 
aa(%0， 让) Za(pi ju 二 ( 4 让 )， 了 J 三 1 2…… 7 


(参看 第 五 章 (5.4.14)), 或 


(6.1.26) 让 Qi 7)ui = (上 0) 一 Ga(%p0， 2 让， 了 一 12…… 91 
一] 


实际 上 只 修改 了 第 一 个 方程 的 右 端 , 因为 当 了 = 2,3,…… 时 , a(wo,e 让 = 0. 
注 1.4 假若 右边 值 条 件 非 齐 次 
可 ( 寺 三 月， 
则 右 庙 修改 为 ( 户 oi)+PDpzpi(b (参看 第 五 章 5 注 5.1), 有 限 元 方程 变 成 


>/ [pplpy + gpipjldz =( 天 打 ) 十 PUBoj (人 ， 了 = 1,2…… ,mi 


也 只 是 修改 了 右 端 项 , 实际 上 只 修改 了 第 个 方程 的 右 端 项 , 因为 当 了 = 1;2,…. 
外 一 1 时 ，Pi(b) = 0. 


1.3 ”收敛 性 和 误差 估计 
现在 给 出 有 限 元 解 的 误差 估计 . 这 里 关键 的 一 步 是 第 五 章 定理 5.1 建立 的 不 
村 式 


三 < 日 i | 
| rz] |: 局 ,二 | | 
应 用 到 线性 元 就 是 
(6.1.27) | 枚 一 an 和 D ip | 人 包 一 2 


其 中 必 是 两 点 边 值 问题 的 解 ,un 是 有 限 元 解 , 艳 : 是 分 段 线 性 连续 郧 数 空间 , 户 = 
muax 让 .不等式 (6.1.27) 的 几何 意义 是 : 在 空间 匹 1 的 度量 下 , 精确 解 和 有 限 元 解 
的 距离 不 超过 它 和 子 空 间 碎 的 最 小 距离 乘 以 与 产 无 关 的 常数 因子 , 而 we 存 ， 
所 以 估计 式 (6.1.27) 是 最 佳 的 . 有 了 这 个 不 等 式 , 就 把 估计 Il- wh 化 成 用 空 
问 雄 逼近 这 样 一 个 纯 属 台 近 论 的 问题 了 . 
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一 种 自然 的 有 逼近 方法 是 , 在 友 中 取 v 的 搬 值 毅 数 wr (现在 是 分 段 线 性 捕 
值 ) 作为 逼近 v 的 商 数 . 此 时 


(6.1.28) | 一 wa 世 Bl 一 wz 
这 归结 为 估计 v 的 插值 通 近 误差 . 因此 建立 互 ; 空间 的 搬 值 理论 是 建立 有 限 元 
理论 的 第 二 个 关键 . 对 于 我 们 现在 的 问题 , 这 一 步 是 简单 的 . 
候 定 解 v 于 [中 有 连续 二 阶 导 数 . 在 任 一 单元 五 = [zi-tzi] 内 考虑 关 
el(zT) 一 M(Z) 一 2T(Z)， 
显然 ctTi-1l) 一 ef(2i) 一 0. 由 Rolle 定理 ， 有 三 了 使 ce 人 (#) 一 0， 于 是 
e'(z) = 人 e"(t)dt 一 2 (tdt ZE 石 ， 


相 人 人 业 i 1/2 
eols 三 oasm2( 太 oOP 
EtE 一 1 了 ~ 


从 而 
太 ieGPats 层 人 edt 
这 样 便 得 插值 误差 估计 


居 一 和 和 Ce 


右 端 .|| 是 22- 模 . 这 里 我 们 用 了 Poincarek 不 等 式 . 与 (6.1.28) 结合 即 得 有 限 元 
解 的 估计 : 


lw 一 analla 和 CHllw 


这 里 以 及 以 后 常用 C 表示 与 凡 v 无 关 的 常数 . 昔 注 意 到 对 z e 无， 


工 2 了 
(一 2 妈 jj) 一 (/ (一 wa)'dt) 委 (Z 一 上 ) ] |(u 一 7 2dt 
到 2 一】 
科 虽 一 a| 作 和 CAallw 2， 


则 还 可 得 到 


er 态 3/2 7 
aa 一 sc 


可 见 当 户 一 0 时 wu 一 致 趋 于 . 
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习 题 
1.( 实 习题 ) 用 线性 元 求 下 列 边 值 问题 的 数值 解 : 
2 


-多 十 本 = 本 sin 2 0<z<1y(0)=0，Y(G)=0 


(精确 解 ! = sin 2) 
2. 就 非 齐 第 王 边 值 条 件 w(a) + anu(a) = Pi 过 切 二 aau 从 一 万 导 出 一 生 (他 ) + 


dr dz 
qu 一 了 的 有 限 元 方程 . 
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为 了 提高 有 限 元 法 的 精度 , 需要 增加 试探 珊 数 空间 Zn 的 维 数 . 这 有 两 个 途 
径 , 一 是 加 密 网 格 剖 分 使 单元 最 大 直径 六 变 小 , 节点 参数 {ui} 增加 ， 二 是 增加 
分 段 多 项 式 的 次 数 , 这 就 是 本 节 要 介绍 的 高 次 元 . 引进 高 次 元 是 有 限 元 法 的 重要 
技巧 ， 

一 次 元 是 分 段 一 次 多 项 式 , 在 每 一 单元 五 = [zi-i,zil 上 含有 两 个 待定 系数 ， 
自由 度 是 2, 恰好 由 两 个 端点 值 决定 . 分 段 二 次 、 三 次 及 高 次 多 项 式 在 每 一 单元 
上 的 自由 度 增 加 了 , 应 当 按 哪 种 插值 去 确定 它们 呢 ? 一 种 是 Lagrange 型 , 在 单元 
内 部 增加 插值 节点 ; 另 一 种 是 Hermite 型 , 在 节点 引进 高 阶 导 数 .无论 用 哪 一 种 
插值 , 都 要 求 它 们 在 整个 区 间 上 有 一 定 的 光滑 度 , 以 保证 双 线 性 形式 有 意义 . 

现在 来 构造 试探 押 数 空间 . 像 81 那样 , 通过 仿 射 变换 
(6.2.1) = 


将 节点 zi 的 右 侧 单元 H1 = [ziziti] 变 到 参考 区 间 [0,1,zi 一 0zi+l 一 1. 而 
仿 射 变换 


(6.2.2) = 





则 把 zi 的 左 侧 单元 五 = [zi-uzi] 变 到 [0,1H,zi 一 0,zi-l 一 1. 若 把 (6.2.1) 改 
写成 
_ 反 一 惠 | 

(6.2.3) 寺 三 有 
则 只 要 用 五 的 长 度 访 替换 LA+1 的 长 度 及 +， 就 得 到 (6.2.2). 作 变 换 的 目的 , 是 
为 了 把 任 一 单元 上 的 插值 归结 到 [0,1] 上 的 插值 . 
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2.1 ”一 次 元 (线性 元 ) 
试探 珊 数 空间 到 由 一 切 连续 的 折线 顺 数 组 成 (满足 本 质 边界 条 件 )， 就 是 
说 , [六 中 的 函数 在 每 一 单元 上 线性 , 在 相 邻 单元 的 公共 节点 上 连续 . 一 次 盟 数 有 
两 个 待定 系数 , 自由 度 是 2, 插值 条 件 是 : 在 单元 的 两 个 端点 取 指 定 值 . 
为 了 构造 节点 基 顶 数 , 先 在 [0,1] 考虑 插值 问题 : 求 [0,1] 上 的 一 次 郴 数 No(6)， 
使 
No(0) 一 十， No(1l) 
显然 , No(5) = 1 一 上. 利用 变换 (6.2.3)， 便 得 到 基 郴 数 woi(Z) 在 25 2 上 的 表 
达 式 
pi(z) 一 1 一 hiallz 一 Zi|. 


若 将 Ai 换 成 访 , 又 得 到 wi(z) 在 [zi li,zil 上 的 表达 式 
pi(z) 王 1 一 jz 一 zi|. 


总 之 


0， 其 他 . 


ei(z) 是 和 节点 zi 相应 的 基 函 数 , 它们 组 成 奈 的 基底 . 显然 , pi(z) 于 节点 连续 . 
若 注 意 到 wi(z) 在 每 个 单元 属于 Cl 则 知 黄 C 五 1( 门 . 

在 81 我 们 已 详细 讨论 过 一 次 有 限 元 的 构造 及 应 用 . 

汪汪 三 次 元 

在 每 一 单元 上 是 二 次 多 项 式 , 在 单元 节点 处 连续 . 二 次 多 项 式 有 三 个 待定 系 
数 , 自由 度 是 3, 应 给 三 个 插值 条 件 , 其 中 两 个 条 件 是 在 端点 处 取 指 定 值 , 另 一 个 
条 件 为 在 单元 中 点 取 指 定 值 . 这 样 , 在 每 一 单元 中 点 增设 了 一 个 自由 度 , 总 自由 
度 几 乎 增加 一 倍 . 

基 函 数 分 两 类 , 一 类 对 应 节点 , 另 一 类 对 应 单元 中 点 . 先 在 区 间 [0,1] 构造 二 
次 多 项 式 No(), 满足 插值 条 件 : 


1 -- 必 ; :lz 一 zil|，zi 1 入 z 芭 Ti 
(6.2.4) pi(Z) 一 1 一 /|z 一 Zi|， 人 二 Z 乏 Zi 计 1， 


NO)=1，Nm(5)= NO)= 


显然 , No(6) 形 如 时 
No =ec(5-5)6=-D1， 
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由 No(0) = 5e 一 |， 知 c= 2, 所 以 
(6.2.5) No(6) = (2 一 1CG=-1. 
用 (6.2.3) 消去 上, 即 得 
pi(z) = (2hiilz 一 zi 一 Jilz 一 zi 一 D， 全 和 了 私 Ti+l， 


这 是 wi(z) 的 右 半 支 . 大 用 属 蔡 换 六 +1，, 则 得 它 的 左 半 支 . 总 之 


(2h7 lz 一 zi| 一 蕊 (pr lz 一 | 一 起 ， Vi-1I 委 22i 
(6.2.6) wa(z) = (2hsilz 一 2 一 Diz 一 审 | 一 芒 ，or 和 zol， 
0， 其 他 . 


其 次 , 构造 二 次 多 项 式 N 区)， 它 满足 插值 条 件 : 


Ni0)=NiG)=0，N (5 一 1. 
2 2 2 
显然 


(6.2.7) Ni(O) = 40 一 司 
利用 (6.2.1) 消去 6, 就 给 出 和 zi++ = zi + jun+l 相关 的 基 画 数 


4hi1 (z 这 Zi) 人 1 一 hi (2 一 24)，2 和 2 委 2iH1 


0， 其 他 . 


以 所 有 wi pit 为 基底 , 张 成 二 次 元 试探 函数 空间 雄 . 任 一 ww E 雄 可 唯 
一 表 成 


(6.2.8) 2 计 去 (Z) 


2h 一 [api(z) 十 2 二 2 计 到 (2 咱 。 


这 是 Lagrange 型 插值 , 试探 盟 数 wn(z) 在 节点 ri 处 连续 . 若 注意 到 un(z) 
在 每 一 单元 上 属于 Cl 则 知 到 c 瑟 1(7). 

在 xi; 和 Zi 处 的 有 限 元 方程 是 不 同 的 . 节点 zi 处 的 方程 联系 五 个 未 知 量 : 
Vi 一 1)， 2 一 于， Li Li 十 到) 14i 十 1; 而 在 半 整 数 点 Ti 十 玛 的 方程 只 联系 三 个 未 知 量 2 14 十 去 ， 
w+1. 因此 , 解 有 限 元 方程 时 可 先 用 半 整 数 点 的 方程 消去 ai 十 芭 ， 再 解 一 个 阶 数 几 
乎 小 一 半 的 方程 组 . 

图 2.1 就 单元 [- 刀 0],[0,j 画 出 了 Lagrange 二 次 元 的 基 顶 数 po(Z), 3 (Z) 
的 几何 图 形 . 
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2 凑 民 .2 
wuCO=1+3( 二 )+2( 二 ) | paC0=1-3( 坊 )+2( 万 ) 94C0-4[() 一 2( 天 ) ] 





一 疡 O 太 OO 大 


图 2.1 Lagrange 二 次 元 基因 数 曲线 图 


2.3 ”三 次 元 


要 想得到 C1(T) 类 试探 函数 空间 , 可 采用 分 段 三 次 多 项 式 困 数 . 三 次 多 项 式 
有 四 个 待定 系数 , 自由 度 等 于 4. 插值 条 件 是 : 在 两 个 端点 取 指 定 的 函数 值 和 一 
阶 导 数 . 这 是 Hermite 型 插值 , 每 一 节点 对 应 两 个 基因 数 . 

首先 在 [0,1] 求 三 次 多 项 式 Not6), 使 之 满足 条 件 : 


No(0) =1，Ni(0) =0，NoGD = NG)=0 
显然 , No(E) 形 如 
No(6) =(1 一 线 (ac+D). 

为 使 前 两 个 条 件 满 足 , 应 取 a = 2,68 = 1. 于 是 
(6.2.9) No()=(1 一 引 (265 二 1 
利用 变换 (6.2.3) 消去 就 得 到 第 一 个 基 函 数 

(1 一 jlz 一 zi)2(25 |z 一 zi 二 1 Di 和 DZ 芭 2 
(6.2.10) ep(O(z) = (1 一 jz 一 zi)2(2h5|z 一 zi 十 Di 所 所 Ti 有 刷 

0， 


其 次 , 求 三 次 多 项 式 Ni(6), 满足 条 件 


匡 二 dQNI(E) __ ee 7 
Ni(0) = 0， 人 Nd =NiU)=0. 


显然 , Ni(e) 形 如 
Ni(E) = cc 一线 
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常数 c 应 如 此 选取 , 使 











dNi _，dN d6 
dz CR de dz 二 
几 六 一 一 < 二 2 入 2 入 Ti+1) 
ds |: 
了 下 
一 刀 | 二 一 一 Ch 2 入 7 好 
一 - 工 ， 


从 而 
王 jaiH+1， 2 乏 2 委 Ii 计 1 
外 -iu，zi-is 和 zskzi 
利用 (6.2.1), (6.2.2) 及 (6.2.3) 消去 , 得 到 第 二 个 基 函 数 : 
(z 一 zi)( lz 一 ci 一 1D2，zi-i 和 zs 和 zi 
(6.2.11) i(z) = 4 (z 一 zi)(hzilz 一 ci 一 1D2，ri szscihl 


0， 其 他 . 


以 所 有 2)(z),et(z) 为 基底 , 张 成 一 个 三 次 元 试探 函数 空间 艺 . 显然 , 任 一 
wh E [7 属于 CD 关 注 意 到 wun 分 段 二 次 连续 可 微 , 则 知 雄 c 五 2( 人 站. 任 一 
xj 可 表 成 


(6.2.12) 人 一》 [uapi(z) 十 好 9)(z)]， 
和 


其 中 沪 = jh(Zi) 2 一 WA (Zi). 
第 二 个 基 琐 数 也 可 以 不 必 通 过 仿 射 变换 ， 而 直接 用 待定 系数 法 确定 . 因 
ef)(zi) 在 [zi zi+l] 满足 插值 条 件 


d 
2 =0， 瑟 如 | 


dz 





oi(ziti) = 0， 于) = 0. 


了 一 了 Tt 十 1 





故 可 直接 写 出 
opt(z) = ctz 一 zi)(z 一 zitl)2. 
据 第 二 个 插值 条 件 , 定 出 = 已 生 . 依次 用 属 , ri 革 代 ju+tyzi+t 即 得 pz) 
的 左 半 支 . 总 之 
| jh (z 一 zi)(z 一 2i-1)2，zi-1 所 2Z 扫 2i， 
0)(z) 


ji(z 2i) 儿 Z 于 ， 2i 入 2 入 灾 i 填 1， 


0， 其 他 . 
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图 2.2 就 单元 [一 六 0],[0, 州 画 出 了 Hermite 三 次 元 的 基 函 数 plo)(z), py 人 z) 
的 几何 图 形 . 








O 大 


plo(z) = (全 - 中 (> 二 +1) wa =z( 四 -1) 


2.2 Hermite 三 次 元 基 顶 数 曲 线 图 





以 上 方法 , 同样 可 用 来 构造 四 次 元 、 五 次 元 以 及 更 高 次 元 . 
做 出 基 顶 数 后 , 还 要 形成 有 限 元 方程 , 这 和 线性 有 限 元 基本 相同 , 只 是 工作 
量 更 大 些 喷 了 . 
. 例如 用 三 次 有 限 元 解 两 点 边 值 问题 (6.1.1), 有 限 元 方程 为 
auhp 人 ) = ( 玫 O 一 01， 了 一 2 
将 whn 的 表达 式 (6.2.12) 代入 , 得 


也 


6219 袜 [aaeoeHuaepeg -eg 
?一 0 


/一 0,1， 了 一 12 0 
. 左 端点 方程 为 


20 一 0， 
oa 恒 [aa(oi ep0) 十 由 a(pi 00 中] - = (六 网) 
一 0 

为 形成 系数 矩阵 ， 要 计算 大 量 较 复杂 的 积分 .一般 要 用 数值 积分 , 通常 用 
Gauss 求 积 公式 . 

方程 (6.2.13) 有 两 组 未 知 量 :fu} 和 {fw} ( 称 为 广义 坐标 ), 相当 于 固体 力学 
中 的 位 移 和 应 力 , 都 是 实际 要 计算 的 量 . 假若 用 一 次 元 ,, 求 出 ws 后, 还 要 作 一 次 
微 商 运算 ( 左 、 右 微 商 ) 和 加 权 平 均 , 才 得 到 米 . 这 样 , 往往 会 影响 应 力 的 精度 . 
用 高 次 元 则 可 改善 应 力 的 计算 . 

高 次 元 的 另 一 个 优点 是 收敛 阶 高 . 例如 三 次 元 , 大 精确 解 足够 光滑 , 则 收敛 
阶 可 达到 O(1) ( 按 五 ! 度量 ), 这 就 可 以 适当 放大 步 长 ， 
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另 一 方面 也 要 看 到 , 采用 高 次 元 要 付出 一 些 代价 . 除了 增加 计算 积分 的 复杂 
性 外 , 刚度 矩阵 的 带宽 也 比 一 次 元 更 大 了 . 

此 外 , 若 边 值 问 题 的 解 本 身 不 够 光滑 , 用 高 次 元 就 不 能 达到 高 精度 的 目的 ， 
所 以 , 用 哪 种 类 型 的 试探 郴 数 作 有 限 元 逼近 , 要 根据 问题 的 性 质 和 机 器 条 件 决定 . 
习 题 

1. 证 明 下 列 分 段 二 次 多 项 式 基 郴 数 属 于 C"([0,]]), 并 作出 其 图 形 ， 








0， 0 乏 ZT 芝 Ti-l7Zi+1l 入 了 入 1， 
二 2 
2( + ) ， Ti-1 扩 人 所 0i 一 0.57， 
(0) E 人 
Pi (z) 2 ( - ) 十 1， zi 一 0.5h 和 zz 入 Ti 十 0.5， 
了 一 炎 i 计 1 
2( ) Ti 十 0.5 彤 委 2 芯 Ti1i 
0,0 迄 了 Z 近 Ti-1l) LE 妆 了 妆 ] 
1 
-天 ( 一 Di) Zi-1 乏 IO 委 Xi 一 0.51， 


马 2 
eof)(z) 一 Z 一 Zi 十 芒 (7 一 0) ， 2i 一 0.5 刀 志 贡 所 Ti， 
z 一 mi 一 二 (人 一? zi 入 入 Ti 十 0.51， 


] 
大 (Z 一 zi+1)2， Ti 十 0.5 只 称 炒 乏 i 十 1， 


2. 试 就 p= 1,qg=0,f =1 具 体 写 出 有 限 元 方程 (6.2.13),(6.2.14)， 
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从 本 节 起 , 我 们 讨论 二 维 椭圆 边 值 问题 的 有 限 元 解法 . 首先 讨论 一 些 常 用 单 
元 的 形状 函数 及 构造 方法 , 包括 矩形 元 、 三 角形 元 和 曲 边 形 元 . 本 节 讨 论 和 矩形 元 . 


3.1 Lagrange 型 公式 


为 简单 起 见 , 假定 区 域 G 可 以 分 割 成 有 限 个 矩形 的 和 , 且 每 个 小 矩形 的 边 和 
坐标 轴 平 行 . 任意 两 个 矩形 , 或 者 不 相交 , 或 者 有 公共 的 边 或 公共 的 顶点 . 我 们 
把 每 一 小 矩形 叫做 单元 , 称 如 此 的 分 割 为 矩形 剖 分 , 

取 定 剖 分 后 , 我 们 着 手 构造 相应 的 试探 函数 vwn(z,y) (为 单元 的 最 大 直径 )， 
它 在 每 一 单元 上 是 多 项 式 一 一 称 为 单元 形状 函数 , 在 相 邻 单元 之 间 有 一 定 的 光 
滑 性 . 如 果 造 出 了 单元 形状 函数 , 试探 函数 也 就 得 到 了 . 
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任 一 个 失 形 已 = [zizij 十 Azi 切 , 太 二 Ag={zi 和 zz 所 2 十 Azi 芒 所 去 
态 十 Ay}, 通过 仿 射 变换 
《6.3.1) _ E 一 《全 Zi Arz， ?一 (4 王 四 )/Ay， 


总 可 以 变 成 正方 形 了 xz= [0,1] x [0,1. 只 要 在 工 x7T 上 造 出 了 形状 琐 数 , 再 通 
Txz 上 最 简单 的 形状 肯 数 是 双 线 性 打数 


(6.3.2) 疡 :1 三 Co0+CIE+C277 十 C367， 
其 系数 由 信 在 四 个 顶 点 上 的 值 OU0， WUO0L 10， ML1 决定 (插值 节点 分 布 如 图 号 1 
疼 3.1 


利用 一 维 山 形 拓 数 
(6.3.3) No(6) =1 一 和 ， NG) =# 
可 将 已 1(, 让) 表示 成 


《6.3.4) Pt 和 7) = No(E)No(m)uoo 二 No(E)Nai(m)uol 十 
Ni (E)No(7)ui10 十 Vi (上 ) Ni (7)211 ， 


因 右 端 各 项 插值 基 责 数 是 一 元 插值 基 珊 数 的 乘积 , 故 称 (6.3.4) 为 乘积 型 二 
元 插值 公式 . 对 于 乘积 型 区 域 , 都 可 以 由 一 维 搬 值 公式 组 合成 高 维 乘积 型 插值 公 
式 ; 这 一 技巧 , 后 边 还 要 多 次 用 到 . 

通过 变换 (6.3.1) 消去 上 ,mm, 便 得 到 Ra 上 的 形状 冰 数 . 把 这 些 冰 数 拼凑 在 一 
起 , 就 是 G 上 的 试探 员 数 . 实际 计算 时 , 并 不 需要 消去 中 间 变 量 6 让 因为 计算 
刚度 窍 阵 元 素 时 ( 定 积分 ) 用 上 ,7 作 自 变量 更 加 方便 . 

显然 , 试探 珊 数 由 节点 上 的 一 组 {uiz} ( 称 为 广义 坐标 ) 唯一 决定 , 因此 试探 
邓 数 空间 功 的 维 数 和 {uzj} 的 个 数 相 等 , 是 有 限 维 空间 . 现在 证 明 , 试探 两 数 在 
相 邻 单元 的 公共 边 上 连续 . 因为 在 公共 边 上 它 是 一 个 变量 的 线性 琐 数 , 且 在 两 个 
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端点 取 相 同 值 , 因此 试探 顶 数 申 两 侧 单元 确定 的 边 值 一 致 . 这 说 明 空 间 碌 C C， 
从 而 太 C 五 1 

有 了 插值 公式 (6.3.4), 基 玉 数 就 可 直接 得 到 . 实际 上 , (6.3.4) 右 端 第 一 个 基 
顺 数 


(6.3.5) NotE)No() = 人 1 一 纪 1 一作 


在 (0,0) 等 于 1, 在 其 余 三 个 顶点 (0,1),(1,0),(1,1) 等 于 0. 消去 <“,7, 就 得 到 和 
市 点 (zt 困 ) 相关 的 基因 数 在 单元 Rij 上 的 限制 


了 一 了 Zi 一 2 
(=- 二 (= 所 此 )， 
这 里 AT， Ay > 0 为 人 Ri 的 底 和 高 的 长 度 ， 了 > Ti > 2 在 其 他 三 个 以 (2 3) 
为 顶点 的 矩形 上 , 基因 数 仍 保持 如 上 形式 , 只 不 过 Ar,Ay 解释 成 相应 的 矩形 的 
底 和 高 的 代数 值 , 例如 在 以 (zi,yi) 为 原点 的 第 二 象限 上 , Az < 0,Ay > 0, 同时 
zz 一 Zi<0,y 一切 >0. 若 采用 底 和 高 的 绝对 长 度 |Azl,jAgyl, 则 基 琐 数 也 可 表 成 
一 ci 一 攻 | 史册 
[63.6) | 4 PE 4 FF 上 (z;,y) E 忆 i， 
0 其 他 ， 








其 中 忆 i 是 以 (zi 37) 为 顶点 的 矩形 单元 . 
为 了 得 到 工 x 工 上 的 双 二 次 函数 : 


Poz(E7I) = Co +C1E+Con 二 Cast + Ca6n 十 C572 十 Cs627 十 C7572 二 CsE272， 


应 给 出 九 个 插值 节点 : (0,0)， ( 50) (010)， (u 5 (; 5 ) 人 5 ) ,(0, 1)， 
(; 1) ,(L,1) (参见 图 3.2), 利用 一 维 二 次 插值 公式 的 基 函 数 (参看 82) 


网 3.2 


(6.3.7) 人 Nt) = 上 八 (1 一 续 ， 


改 一 (站 一 JU 一 1 
Ni() = 上 (2 一 JU 
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即 得 乘积 型 插值 公式 


2 
(6.3.8) Pa(6)= > NSON (Du 


工 机 
iJ 一 0 2 


2 
通过 变换 (6.3.1) 消去 上 和 7 就 得 到 及 i 上 的 形状 函数 . 

运用 前 面 的 证 法 , 可 知 试探 函数 于 CG 连续 , 从 而 奈 C 五 1. 从 (6.3.8) 不 难 
作出 和 节点 相关 的 基因 数 . 

同样 可 构造 Tx T 上 的 双 三 次 插值 公式 


导 
(6.3.9) Ps( 人 = 》， NONE (Du 


7， 
iJ 一 0 3 


了 
其 中 

NG = -5a(6-D(-5)(c-3)， 
NO=36C-D(e-3)， 

Na = 36-D(6-5)， 
ua-(- 人 - 朱 


插值 节点 分 布 如 图 3.3. 相应 的 试探 函数 空间 碌 e 万 1. 


(6.3.10) 


3.2 ”Hermite 型 公式 


前 面 得 到 的 插值 公式 都 是 Lagrange 型 的 , 广义 坐标 中 不 出 现 导数 . 若 采 用 
Hermite 型 公式 , 则 广义 坐标 中 出 现 导数 . . 

最 简单 的 Hermite 型 公式 是 : 取 四 个 顶点 为 插值 节点 , 顶点 上 的 ww ve， ty 为 
广义 坐标 , 此 时 单元 自由 度 等 于 12. 而 完全 三 次 多 项 式 户 含 10 个 系数 . 为 使 
插值 问题 有 唯一 解 , 再 加 进 ay 和 zga 两 项 . 于 是 我 们 的 插值 问题 为 求 形 如 


(6.3.11) 户 (z,y) 十 az3y 十 Bzy3 
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的 多 项 式 , 在 项 点 取 指 定 的 uz 和 .因为 (6.3.11) 的 形式 在 变换 (6.3.1) 下 不 
变 , 所 以 可 把 它 转化 成 单位 正方 形 了 xz 上 的 插值 问题 . 

为 此 我 们 先 构 造 基 琐 数 , 即 求 形 如 (6.3.11) 的 基 丽 数 Ni(e,m(i = 0,1,2), 满 
足 搬 值 条 件 : 

(iD No 在 (0,0) 的 值 等 于 1, 一 阶 含 导数 等 于 0, 在 其 他 三 个 顶点 的 函数 值 
及 一 阶 偏 导数 值 村 于 0. 

(ii) Neo) 在 (0,0) 对 E 的 一 阶 偏 导数 等 于 Az (相当 于 它 对 z 的 一 阶 偏 导 数 
等 于 1, 参看 变换 (6.3.1)), 对 7 的 一 阶 偏 导 数 等 于 0, N(D0(0,0) = 0, 而 在 其 余 三 
个 顶点 的 丽 数 值 和 一 阶 偏 导数 等 于 0. 

(iii) N42) 在 (0,0) 对 7 的 一 阶 仿 导 数 等 于 Ay (相当 于 它 对 y 的 一 阶 偏 导数 


等 于 1), 对 & 的 一 阶 偏 导数 等 于 0，N(2)(0,0) = 0, 而 在 其 余 三 个 顶点 的 冰 数 值 
和 一 阶 偶 导 数 等 于 0. 
设 


(6.3.12) ”NO(EnD) = Co 上 +TCE +Con 二 Case2 + Caecn 十 Csm2 十 
Cs 上 十 C7E211 十 Cs 上 十 Ce 十 Cocsmn 十 CEn3， 


则 


NO(E,0) = Co + CIE 十 Cs62 十 C663， 
No(0,m) = Co 二 Con 十 C5n72 十 C9773. 


它们 在 [0,1 上 满足 一 维 Hermite 插值 条 件 . 由 (6.2.9) 式 , 它们 分 别 等 于 (1 -- 
6)2(26+1T) 和 (1 一作 2(20 +1). 比较 系数 , 即 知 


(20 二】 Ci 三 Co 三 0， C3 一 (CC5 一 一 3， C6 王 C9e 王 2. 
又 由 插值 条 件 , 二 次 多 项 式 


Ne,1) = (Ce+Cs+C)E+(--3 二 Cr)c2 十 (Ne 
No(l7) = (Ca 二 Cr 二 Cio 旋 十 (--3 二 Cs)72 十 (2 全 7 


在 [0,1] 上 都 恒 等 于 0, 因此 
C4 三 一 1，(C7=(Cs=3，Clio=Cll = 一 2. 
时 之 ， 


(6.3.13) No(6O) =1 一 3( 疆 十 02) 一 上 十 2( 上 十) 十 3(6277 十 上 72) 一 2(637 十 &773)， 
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用 同样 办 法 可 得 
(6.3.14) Ne) =( 人 -26 -上 十 旬 二 250 一 上 7)Az. 
(6.3.15) No(c 人 = (7 一 272 一 纪 十 屿 十 2672 -上 2)Ay. 


调 通过 变换 (6.3.1), 就 得 到 相应 于 节点 (2 力 ) 的 二 个 基 毅 数 : 


有 No) 光 ， 饭 忆 i， 
(6.3.16) (0) _ (z,2) ? 


次 0)， 其 他 . 
NO，(z 人 ER 

.3.17 0 
人 《和 1 其 他 . 

NG，(z2) ER 
(6.3.18) i” 一 人 其 他 
此 处 了 是 以 (3231 工 7 为 顶点 的 任 一 和 矩形 ( 共 四 个 )， 人 并 和 Ay/ 是 有 的 底 和 高 
的 代数 值 . 于 是 任 一 试探 两 数 可 唯一 表 为 : 
(6.3.19) ut 人 (zy) = 》 fuizpi 十 (ua)5p25 上 + (wy)i5e2 人 ]. 

业 


容易 验证 , 试探 吨 数 属于 C, 上 且 分 片 属 于 C1, 因此 试探 二 数 空 间 苏 cC 万 1. 
这 一 最 简单 形式 的 Hermite 型 元 称 为 Adini 元 . 


习 题 
1. 证 明 由 双 二 次 插值 公式 、 双 一 次 插值 公式 生成 的 试探 前 数 空间 属于 万 :. 
2. 从 值 公式 (6.3.8) 导出 和 节点 相关 的 基 天 数 . 
4. 证 明 由 Adini 元 确定 的 试探 两 数 空间 属于 刀 '. 


84 三 角形 元 


对 曲 边 区 域 G, 一 般 采 用 三 角 网 近似 . 不 妨 设 G 是 多 边 形 域 (否则 可 用 多 边 
形 域 通 近 它 ). 将 G 分 割 成 有 限 个 二 角形 之 和 , 使 不 同 三 角形 无 重 琶 的 内 部 , 且 
任 一 三 角形 的 顶点 不 属于 其 他 二 角形 边 的 内 部 . 这 样 就 把 G 分 割 成 三 角形 网 , 称 
为 G 的 二 角 齐 分 . 每 个 三 角形 称 为 单元 , 它 的 顶点 称 为 节点 . 属 同一 单元 的 二 项 
点 称 为 相 邻 节点 , 有 公共 边 的 两 个 三 角形 称 为 相 邻 单元 . 

由 于 一 角 前 分 可 构造 非 均匀 网 格 , 并 且 能 较 好 地 通 近 具 复杂 边界 的 区 域 , 所 
以 在 二 维 问题 中 , 二 角形 元 是 应 用 最 广 的 单元 . 
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4.1 面积 坐标 及 有 关公 式 


设 At,7 思 如 是 以 世 思 为 顶点 的 任意 三 角形 单元 , 面积 为 S. 我 们 约定 记 刀 K 
的 次 序 按 道 时 针 方向 排列 . 在 A(Gi 记 ) 内 任 取 一 点 书 , 坐标 为 (z,g). 过 书 点 作 与 
三 个 顶点 的 连 线 , 将 Ati, 轧 有) 分 成 三 个 三 角形 (参见 图 4.1): AUi, 思 PP),AU1 大 局 )， 
A(ki 忆 ), 其 面积 分 草 为 Sk,Si, Si. 显然 S,+ Si+S = 93. 令 


(6.4.1) Pi = SA/S， 了 Ti =58/5， 有 大 =Sk/5， 


则 azPk > 0 大 + 万 十 玫 一 1 给 定 一 点 已 唯一 确定 如 此 的 一 组 数 
(Zi 也) )， 反 之 , 任 给 一 组 (Zi > 07D+Z+EK=1. 按 
关系 式 (6.4.1) 也 唯一 确定 一 点 已 . 所 以 同一 点 书 , 既 可 用 直角 坐标 (z,y) 表示 ， 
也 可 用 (Zi Zi Z) 表示 . 我 们 称 (Zi Zr) 为 点 书 的 面积 坐标 . 因为 三 角形 
的 面积 与 参考 坐标 系 无 关 , 所 以 面积 坐标 也 与 坐标 系 无 关 , 这 是 采用 面积 坐标 的 
优点 . 


天 
1 了 
图 4.1 
我 们 知道 

1 Zi WU 1 7Z yY 

22=|1 7 攻 |，29i=|1 7 芒 

(6.4 1 ZK 人 欠 ZK 3 

Tt 1 Ji hi 
2957=|1 7 | ，25k=|1 zj 切 |. 

1 ZK 了 1 7 9% 


由 此 可 建立 面积 坐标 与 直角 坐标 之 间 的 下 列 转换 关系 : 
Zr 一 二 [cj 一 ZkVJ1) 十 (一 多 )Z 十 (zk 一 27)y]， 
(6.4.3) 了 7 三 Da[(zkg 一 Zigk) 十 (一 %)zZ 二 (zi 一 ZK)z]， 


1 
jx 一 25[(zig 一 ZJi) 二 (0 一 2)z 十 (zi 一 2i) 世 . 
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(6.4.4) 人 Z 一 TiLi 十 ZJ 十 ZK， 


2 一 久 iD 十 2 了 1 十 了. 


在 推导 后 一 关系 式 时 , 利用 了 等 式 志 十 万 十 一 1 
由 连锁 规则 不 难看 出 


D 1 8 8 B 
人 区 =25 | 一 )57 十 (和 -四 三 + 人 ni- 巧 呈 | 
元 = 过 |@-o 瑟 +-m 训 + 本 起 
ay 25|1 “7 07， 87， 7 9 大 | 


面积 坐标 琶 , 了), Z 满足 


从 中 解 出 到 =1 -万 一 消去 (6.4.4) 右 端的 二 则 得 到 由 万) 天 平面 到 zy 
平面 的 仿 射 变换 , 其 逆 变 换 把 AU 四) 变 到 疡 ij 天 平面 以 (0,0),(0,1),(1,0) 为 顶 
点 的 直角 三 角形 , 如 图 4.2， 


(Zi 人 5) 下 (0， 0)， 
(zhi 27) 全 (1,0)， 
(ze,U) 全 《0, 1 





利用 重 积分 变量 替换 公式 , 不 难得 出 下 列 积分 公式 


轴 故 

6.4.6 TPprqrrdzdy 一 25 一 二 

2 天 六 了 疝 2D 十 4 十 ?十 2 
7]， 


其 中 P,qr 是 任意 非 负 整数 . 


4.2 Lagrange 型 公式 
在 三 角形 元 A(1,2,3) 上 , 要 构造 一 个 mm 次 完全 多 项 式 
(6.4.7) pm(Z,2) = 》 ciz， 


i 计 j=0 


用 它 去 插值 逼近 wz, ,因为 此 多 项 式 含有 (mn + 1)(m 上 + 2) 个 待定 系数 , 所 以 
在 A(l,2,3) 上 应 取 同 样 个 数 的 插值 节点 . 


5 4 
{ 引 j 
图 4.3 
吧 二 1 时 , pa(z,y) 是 一 次 多 项 式 , 插值 节点 数 是 3. 取 A(1,2,3) 的 二 个 项 点 
为 插值 节点 (参看 图 4.3(a)), 用 待定 系数 法 , 易 得 
(6.4.8) 书 (z;,y) = Diua 十 Z2u2 十 三 3u3， 


此 处 (Zi 2, Zas) 是 (z,y) 的 面积 坐标 . 
mm0 一 2 时 , 已 (z,y) 是 二 次 多 项 式 , 插值 节点 应 取 6 个 , 通常 取 A(l,2,3) 的 
个 顶点 及 三 边 中 点 为 插值 方 点 (参看 图 43(b)) 仍 用 待定 系数 法 , 得 


(6.4.9) 已 (z, 幼 王 > [Pi(2Pi 一 1)ui 十 4 了 ku3+i， 


其 中 心 的 下 标 4,5,6 依次 是 边 23,31, 12 的 中 点 ,Zi = El ER 三 也 i 工 4 三 
了 1 了 5 一 了 2 了 6 一 了 3. 

还 可 以 构造 三 次 及 高 次 的 Lagrange 型 公式 , 但 常用 的 是 一 次 及 二 次 插值 
公式 . 

容易 证 明 , 由 和 m 次 Lagrange 型 插值 公 式 生 成 的 试探 果 数 属于 C, 但 不 属于 
es 因此 只 1 能 有 ZL C 五 1. 

从 插值 公式 (6.4.8), (6.4.9) 可 直接 得 出 基 困 数 . 例如 从 公式 (6.4.8) 知道 , 闷 
是 相应 于 节点 1 的 基 丽 数 在 单元 A(l,2,3) 上 的 限制 ， 
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4.3 ”Hermite 型 公式 


考虑 三 次 Hermite 插值 公式 . 三 次 多 项 式 总 可 写成 形式 ; 


P(z,2) = clZ3 十 cz 也 3 十 c3 卫 3 十 c4 卫 172 十 c5 卫 3 了 3 十 ce 二 2 区 1 十 
c7 了 2 了 3 十 cs 工 371 十 c9 研 372 十 cl0 世 1 世 2 世 3， 


其 中 10 个 系数 按 下 述 10 个 插值 条 件 确定 : 在 三 个 顶点 上 , 忆 (z,y) 及 其 一 阶 导 
数 分 别 取 v 的 相应 值 (wz)ji (uiti = 也 2,3). 此 外 , 在 All,2,3) 的 重心 处 取 
4 的 函数 值 wo (0 表示 重心 , 参看 图 4.4). 


M3， (5 人 


Mi ba (ttrja (yz 
4.4 


用 待定 系数 法 , 可 求 出 此 多 项 式 为 
(6.4.10) 
3 
户 ( 避 一 o(zgjuo 二 2 (人 十 让 (ra 人 uaji 二 从 (mg)( 吕 ， 


se] 

af 1) (z,y) 王 2771 工 ?了 3， 

ai (zi, 引 一 大 二 373(D5 十 有 ) 一 7ZiTJEk， 

Bf (mg) = (zj 一 mi)(E2T5 一 天 EDE) 十 (zk 一 Ci 人 (IE 一 大 5 

7 名 (cg) = ( 久 一 俯 ) 人 2 一 大) 十 (一 Wi 一)， 

这 里 思 K 应 如 此 选取 , 使 得 交 思 太 成道 时 针 方向 . 

一 旦 有 了 插值 公式 (6.4.10), 基 顶 数 就 自然 造 出 来 了 . 实际 上 , 和 节点 1 相应 
的 基 函 数 在 A(1,2,3) 上 的 限制 就 是 af?(z,g),B(3(z,o),73(z,y).A(l2,3) 是 任 
一 以 1 为 顶点 的 三 角 单 元 , 所 以 实际 上 得 到 了 和 节点 1 相应 的 基因 数 . 同样 , 和 
重心 0 相应 的 基 函 数 在 单元 内 部 等 于 age)(z,y), 在 外 部 等 于 0. 

给 定 了 一 组 广义 坐标 后 (包括 三 角 单 元 顶点 的 函数 值 , 两 个 一 阶 偏 导数 及 单 
元 重心 的 函数 值 ), 由 公式 (6.4.10) (让 A(l,2,3) 取 遍 一 切 单元 ) 确定 出 整个 剖 分 
上 的 试探 函数 wn(z,y) (下 标 六 表示 一 切 单元 的 最 大 直径 )， 一切 可 能 的 试探 师 
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数 构成 试探 摧 数 空间 太 . 设 ,K2 是 两 相 邻 单元 ,! 为 其 公共 边 , w 和 他 分 
别 表 示 nm 从 天 和 天 2 延 拓 到 ! 上 的 一 元 三 次 多 项 式 . 因为 寻 和 好 在 :的 两 
端 取 相 同 昭 数值 及 治 ! 方向 的 导数 值 (它们 由 偏 导数 wz,uy 唯一 确定 ), 故 九 和 
妨 在 ! 上 恒 等 , 这 说 明 we C, 因而 砍 c 瑟 !.， 其 次 , 考察 它们 的 一 阶 导 数 . 显 
然 由 和 伺 沿 2 方向 的 导数 恒 等 , 但 沿 ; 的 法 向 导数 不 一 定 相 等 . 因为 法 向 导数 
是 ! 上 的 一 元 二 次 多 项 式 , 二 者 仅 在 端点 相等 , 不 能 完全 确定 该 二 次 多 项 式 . 因 
此 nn 一 般 不 属于 C1, 从 而 也 不 能 要 求 雄 属于 万 2. 

应 当 指出 , 重心 点 的 方程 只 包含 重心 值 及 它 所 属 单元 三 个 顶点 的 广义 坐标 ， 
所 以 求解 有 限 元 方程 时 , 可 先 消去 重心 处 的 广义 坐标 , 降低 方程 组 的 阶 , 然后 再 
解 这 个 阶 数 较 低 的 方程 组 . 

习 题 

1. 证 明 积分 公式 (6.4.6). 

2. 设 ! 是 ry 平面 上 的 直线 , 方程 为 ar 十 凡 二 cec=0(a2 十 刀 == 1); 即 是; 的 单位 法 向 
量 . 若 多 项 式 p 具 性 质 


二 
du; 


则 P 可 用 (az 十 妈 二 cj"+ 整除 , 即 有 多 项 式 g(z,y) 使 p(z,y) = (az 十 好 十 cj*+lg(z,a). 
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如 果 区 域 G 的 边界 一 过 于 复杂 , 以 致 用 折线 通 近 的 几何 误差 太 大 ,就 需 采 
取 分 段 高 次 曲线 允 近 , 这 时 将 出 现 曲 边 单元 . 83 曾 讨论 过 平行 坐标 轴 的 矩形 剖 分 
及 年 形 单元 的 形状 冰 数 , 这 类 痢 分 对 规则 区 域 才 是 方便 的 ; 否则 可 采取 任意 四 边 
形 齐 分 , 它 和 三 角 痢 分 一 样 有 很 大 的 灵活 性 . 对 于 上 述 曲 边 单元 、 四 边 形 单元 ， 
如 何 构造 单元 形状 郧 数 ? 这 是 本 节 要 讨论 的 问题 . 

前 两 节 构 造 单 元 形状 函数 时 , 总 是 用 一 个 变换 -一 : 仿 射 变换 , 把 任意 单元 
玫 变 到 纯 平面 上 的 “参考 元 ”已 玉 是 一 个 单位 正方 形 或 单位 直角 三 角形 ( 参 
看 图 3.1 和 图 4.2), 其 几何 形状 非常 简单 , 易于 构造 单元 形状 琐 数 . 其 实 天 也 是 
参考 元 万 在 仿 射 变换 下 的 映像 . 不 同 的 仿 射 变 换 , 便 得 到 不 同 的 单元 及 其 形状 表 
数 . 所 以 , G 的 任 一 网 格 剖 分 及 试探 函数 , 可 以 看 作 是 参考 元 妃 及 其 形状 琐 数 在 
一 族 仿 射 变换 下 得 到 的 . 


例 5.1 设 参 考 单元 互 为 单位 正方 形 : 0 和 上 入 1,0 乏 7 和 1 (参看 图 5.1(a)). 
由 (6.3.4), 吾 上 的 双 线 性 函数 为 


(6.5.1) pg(6) 一 (1 一 51 一 7)wa 二 EL 一 7)uo2 十 (1 一 二 )7Tua 十 ETu4. 


“248 六 章 ”Galerkin 有 限 元 法 
在 仿 射 变换 (参看 (6.3.1)) 


(6.5.2) ff =(1- 旨 (1 一 7)zi+E(G 一 7)zz 十 (1 一 E)7zas 十 507T4， 


y=(1 一 (1 一 7 加 十 EL 一 9)2 十 (1 一 E7Vs 十 上 TV4 


(zs 三 TYl4 三 灾 2 12 一 WUV4 一 ya3) 二 古 变 到 以 (Z1; 1)， (Z2， y2),(Z3,V3)， (z4, 14) 
为 顶点 的 矩形 尺 (参看 图 5.1(b)), 而 pg(,7) 变 成 尺 上 的 双 线 性 静 数 pR(z,y). 





3 4 
] 2 
(0.0) (1,0) 


(al) (b) 
图 5.1 


现在 我 们 面临 的 是 一 般 单 元 天 (四边形 单元 、 曲 边 单元 ), 只 限于 仿 射 变换 是 
不 够 的 . 因此 需要 考虑 更 一 般 的 可 逆 连 续 变 换 : 


(6.5.3) 下 =Er(em) = (ZE7)，V(67))， 


其 中 (6 四 ) eE 玉 ,(z, 人 E 开 .变换 (6.5.3) 和 单元 狼 有 关 , 不 同 的 天 对 应 不 同 的 
变换 . 也 可 反 过 来 说 , 不 同 的 变换 对 应 不 同 的 单元 天 . 变换 (6.5.3) 应 满足 下 列 要 
求 : 第 一 , 具有 必要 的 光滑 性 . 通常 取 它 为 上 ,7 的 多 项 式 , 所 以 光滑 性 条 件 恒 满 
足 . 第 二 ,Fr 应 是 五 到 天 的 一 对 一 的 变换 , 就 是 说 ，Fx 的 Jacobi 行列 式 


D(z,z) 
BE 的 关 0， (6 用 E 忆 
应 指出 的 是 , 妃 上 的 形状 另 数 pg(6,7) 虽然 是 多 项 式 , 但 是 通过 变换 Fr 的 
道 变换 消去 上 ,my 后 就 不 一 定 是 多 项 式 了 , 它 可 能 是 有 理 函 数 , 也 可 能 是 无 理 商 数 , 
好 在 我 们 并 不 需要 消去 6,7 得 到 以 z,y 表示 的 形状 函 数 , 因为 形成 有 限 元 方程 时 
遇 到 的 积分 可 通过 变换 (6.5.3) 化 为 妃 上 对 ,7 的 积分 ( 见 本 音 86)， 
构造 变换 (6.5.3) 的 方法 很 多 , 应 用 中 最 重要 的 一 种 是 取 它 和 形状 遇 数 具 同 
样 形式 , 这 就 是 所 谓 “ 等 参 变换 ”. 例如 变换 (6.5.2) 和 形状 冰 数 (6.5.1) 都 是 双 线 
性 函 数 . 使 用 等 参 变 换 也 是 有 限 元 法 的 一 个 技巧 . 





(6.5.4) J(E, 作 ) 二 
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例 5.2 (任意 四 边 形 单元 ) 如 图 5.2, 已 是 上 平面 上 的 单位 正方 形 ; 玉 是 
了 1 平面 上 任 一 四 边 形 ， 顶点 是 (zl1;,21)， (Z2,V2)， (Z3;,2y3)， (Z4, 4). 我 们 知道 ， 五 上 
最 简单 的 形状 冰 数 是 双 线 性 函数 (6.5.1). 显然 (6.5.2) 就 是 把 互 变 到 天 的 双 线 
性 等 参 变 换 . 此 时 变换 (6.5.3) 形 如 (6.5.2), 或 者 等 价 地 写成 


(6.5.5) 他 7) = Z1 十 (Za 一 Z1)6 十 (Za -ZI1)7 十 (7z4 一 T3 一 2Z2 十 Zi)ecn， 
9( 和 9) 三 丸 十 (bo 一 肪 儿 二 (一 邦 ) 六 二 (一 外 一 轨 十 切 )7 


显然 , 变换 (6.5.5) 把 的 每 条 边 仿 射 变换 到 天 的 对 应 边 , 把 五 的 内 部 变 
到 天 的 内 部 . 
为 了 检验 变换 (6.5.5) 是 一 对 一 的 , 计算 Jacobi 行列 式 


7Z2 一 1 十 .47 73 一 Z1 十 4S| 
久 一 贫 十 呈 0 仿 一 入 二 BE| 


其 中 4=xza -zs 一 za 十 ID 已 = 由 一 外 一 加 十 区 .展开 后 ,了 是 7 的 双 线性 本 
数 . 故 只 需 检 验 ,J 在 四 个 顶点 的 值 有 相同 符号 即 可 . 于 上 = 0,7 = 0， 


J = 





0,0) = (z2 一 Z1) (9a 一 及 ) 一 (bo 一 纺 ) (zs 一 Z1) = 凡 sinb， 


长 度 1 和 角 9 如 图 5.2(b) 所 示 . 当 0 < 9 < 区 时, .7(0,0) > 0. 同样 , 其 他 三 个 
内 角 小 于 区 时 ,JJ 在 (10),(0,UD,(1,1D 也 大 于 0. 总 之 ,J 于 瑟 恒 大 于 0 的 充分 
必要 条 件 是 天 为 凸 四 边 形 . 


(Cx4:y4) 





图 5.2 


注意 (6.5.5) 的 逆 变 换 是 无 理 琐 数 , 所 以 吾 上 的 形状 机 数 尽管 是 简单 的 ( 双 
线性 顺 数 ), 但 对 应 到 天 上 则 是 z,y 的 无 理 丽 数 ,， 好 在 我 们 不 必 通 过 zx,y 把 五 
上 的 形状 肯 数 以 显 式 表示 出 来 (参看 86). 
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变换 (6.5.5) 很 重要 , 通过 它 还 可 在 天 上 构造 其 他 形状 函数 . 例如 , 对 五 上 
的 双 二 次 函数 (6.3.8), 通过 (6.5.5) 相应 地 可 确定 出 天 上 一 精度 更 高 的 形状 琐 数 . 
此 时 变换 (6.5.5) 的 阶 数 比 形状 函数 (6.3.8) 的 阶 数 低 , 所 以 相对 双 二 次 函数 来 说 
(6.5.5) 是 次 参 变换 . 

例 5.3 ( 曲 边 三 角形 单元 ) 如 图 5.3(a), 天 = A(l,2,3) 是 zy 平面 上 一 个 曲 
边 三 角形 单元 ,Pa 是 外 边界 三 的 一 段 曲 线 弧 ,其余 两 边 12, 13 是 直线 段 . 设 顶 
点 1.2.3 的 坐标 为 (zl;,y), (zz2,y2), (zs3, 23). 在 构造 Al(l,2,3) 上 的 形状 珊 数 时 ， 
先 通 过 一 个 变换 (6.5.3) 把 它 变 到 5 平面 上 的 参考 单元 瓦 (参看 图 5.3(c)). 





网 5.3 


为 此 , 我 们 用 一 代数 曲线 72s 插值 通 近 殊 3. 例如 , 取 ?2s 为 二 次 曲线 . 为 此 ， 
于 3 内 部 取 一 点 4， 其 坐标 为 起 党 全 24). 作 仿 射 变换 CK : 


(6.5.6) (zy =GKk(z 1) = (gl(z ,9g2(z 1))， 


把 曲 边 三 角形 天 = A(1,2,3) 变 到 zy' 平面 上 的 一 曲 边 三 角形 天 ' = A(1 ,2 31)， 
使 顶点 (zi ), (zzo2),(za,za) 依次 对 应 天 ' 的 顶点 1 ,2 3 其 坐标 分 别 为 (0,0)， 
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(1 0), (0,1) (参看 图 5.3(b)). 显然 


(6.5.7) = gz,g) = 辐 十 (za 一 oz 十 (za 一 jy 
一 9g2(Z 2U) 三 2 十 (ga 一切 )7 二 (ys 一 轨 ) 


设 5,6 分 别 为 13,12 的 中 点 . 经 过 仿 射 变 换 (6.5.7), 点 5,6 变 到 zx'y' 平面 
上 是 线段 卫 37, 了 7 的 中 点 5 6; 点 4 变 成 曲线 23' 上 一 点 4, 其 坐标 (z, 即 ) 由 
(6.5.7) 决定 . 现在 构造 一 个 从 天" 到 吾 的 二 次 变换 五 Ke 
(6.5.8) (7 ， 2 ) 站 五 KE， 刀 7) 一 ( 疡 1 (E， 77), 六 2 人 刀 ))， 
使 

下 0 0 0. 
1 有 1 1 
~ (0 刘 ， 一 (到 路， 本 ( 耻 : 

用 待定 系数 法 , 得 


(6.5.9) [ = 加 aa 人 60I) = 上 +(d4z4 一 2)57， 
y 一 ja 人 (67) 一 刀 二 (44 一 2)60. 


变换 (6.5.9) 的 Jacobi 行列 式 


1 十 (4r4 一 2)0 (4za 一 2) 
(4%4 一 2)7 1 工 +(494 一 2) 


是 线性 函数 , 在 (0,0) 等 于 1， 为 使 其 在 妃 上 不 等 于 0， 只 要 它 在 另 二 顶点 
(10), (0,1) 大 于 0, 即 


(42 一 2) > -1 或 区 > ， 
(6.5.10) 


一 一 
一 一 


一 1 二 (4y4 一 26 二 (4z4 一 2)7 








1 
(4 光一 2) > 一 1 或 礁 >1 


因此 , 在 曲 边 Ps 上 的 点 4 应 如 此 选择 , 使 它 在 仿 射 变换 Gr 下 的 映像 (z, 光 ) 
满足 (6.5.10). 
将 Gr,k, 结合 , 就 得 到 所 需 的 变换 (6.5.3), 其 中 


Z 一 2Z(67) 王 Z1 十 (7z2 一 Z1) 八 十 2(2z4 一 1)E9] 十 
(za 一 2Z1)[ 十 2(2y4 一 1)69， 

2 =3(E,0) = +(y 一 久 ) 攻 十 2(274 一 1)67] 十 
(ys 一 轨 )[m 十 202y4 一 1 本. 


(6.5.11) 
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它 把 五 的 两 个 直角 边 变 到 天 的 两 个 直 边 ,五 的 斜 边 上 +7 = 1 变 成 通过 2.3,4 的 
二 次 曲线 ?3. 若 用 天 表示 ZV 平面 盱 由 直线 段 12, 13 和 曲线 ys 于 成 的 曲 边 三 
角形 , 则 (6.5.11) 是 将 妃 变 到 天 的 一 对 一 变换 . 六 和 天 的 唯一 差别 是 : 用 二 次 
曲线 ?zs 代替 曲 边 疡 3, 二 者 于 点 2,4,3 重合 (参看 图 5.3(a)). 特别 当 A(1,2,3) 
是 直 边 三 角形 时 , (6.5.11) 退化 为 仿 射 变换 . 

通过 变换 (6.5.11), 就 不 难 构造 入 上 的 形状 函数 .实际 上 , 参考 单元 妃 上 
任 一 形状 旺 数 pe( 坟 ,7), 通过 变换 (6.5.11) 便 得 出 天 上 的 形状 函数 pk(z, 切 . 如 
前 指出 , 我 们 无 需 pk(z,y) 的 显 式 表 达 式 ， 只 知道 确定 它 的 pg( 上 四) 和 关系 式 
(6.5.11) 就 够 了 . 
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确定 了 网 络 训 分 和 单元 形状 师 数 后 , 试探 丽 数 空间 Zn 也 就 定 了 . 本 节 讨 论 
二 阶 椭圆 方 程 的 有 限 元 法 . 


6.1 有 限 元 方程 的 形成 


如 本 章 8$1 所 述 , 有 两 种 途径 形成 有 限 元 方程 . 假定 已 按 一 定 次 序 分 别 把 节 
点 和 单元 编号 . 第 一 种 是 工程 界 流行 的 方法 , 它 从 Ritz 法 及 单元 形状 函数 出 发 ， 
先 形 成 单元 刚度 矩阵 (其 阶 数 等 于 单元 自由 度 ), 然后 由 单元 刚度 和 抢 阵 严 加 成 总 
刚度 矩阵 . 释 加 的 规则 与 一 维 情形 完全 相同 (参看 81). 

第 二 种 方法 是 从 Galerkin 法 及 节点 基 函 数 出 发 (一 个 节点 有 几 个 广义 坐标 ， 
就 有 几 个 基 上 数 ), 直接 形成 有 限 元 方程 . 例如 , 设 全 部 基 丽 数 为 


0 
边 值 问题 的 变 分 形式 为 : 求 we BE 使 

(6.6.1) au) = (jw)， 对 任意 ve 万， 
则 有 限 元 方程 为 

(6.6.2) 2 esepu 一 (jp71)， 了 王 1 


(参看 第 五 章 85). 在 方程 左 端 系数 中 , 只 有 当 pi,pj 对 应 的 节点 相 邻 时 才 不 为 0 
又 因为 pi,p; 都 是 由 它 在 单元 上 的 限制 “拼凑 ”而 成 的 , 所 以 实际 计算 时 归结 到 
单元 上 的 积分 , 这 和 第 一 种 方法 类 似 . 不 同 的 是 , 前 者 从 单元 出 发 (形成 单元 刚 
度 卸 阵 ), 然后 形成 有 限 元 方程 (形成 总 刚度 矩阵 ); 后 者 则 直接 按 节点 形成 方程 


86 ”二 阶 椭圆 方程 的 有 限 元 法 . 253 . 


显然 然 , 方程 组 (6.6.2) 的 系数 矩阵 稀 朴 . 若 注 意 到 双 线 性 形式 a(w,w) 对 称 正 
ee 
存在 唯一 . 方程 组 的 这 些 特性 , 为 我 们 选择 解法 提供 了 依据 . 


6.2 ”矩阵 元 素 的 计算 


形成 有 限 元 方程 的 主要 工作 量 是 计算 大 量 的 积分 , 通过 变 基 代 换 一 一 仿 射 
变换 或 等 参 变 换 , 可 把 它们 化 成 上 平面 上 参考 单元 瓦 单 位 矩形 , 直角 二 角形 ) 
上 的 积分 . 例如 边 值 问题 


-Varz,y)Vulz,y)) 三 jz)，(zy) EC， 
(6.6.3) 
tt 一 0， 


与 它 相应 的 双 线 性 形式 为 


atuw,u) 一 有 T;y)[uzur 十 uauyjdzdy 


-于 /sen 宛 下 二 
其 中 开 是 网 格 前 分 单元 . 利用 变换 (6.5.3) 有 
// az,b)lusus +aaaldzdy 
本 CE) 芋 + @oPo 和 器) (osPot 区: 
(ooFrjr 5 二 (es 本 闪 训 +(uo Ri) 再 ) 


(ee) 和 其 +ooR) 入 史 )] Tendsdn 


其 中 ao Fr 表示 alzlem 四 ,ED)) (wuo FuoFr 的 意思 类 似 ). 而 


< 9 8 
or Dj 。， 二 痢 


DJ or 了 DC Or ) 
Dy 8D6/ Dy In/ 
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了 是 变换 z = z( 上 ,四 ,7 = WE,m) 的 Jacobi 行列 式 . 于 是 


(6.6.4) 几 / al(uzuzr 十 Wuyuy)dzdy 
人 
OyV DY 
_- ja 【3 。 矶 一 (oo 天 K)y 巡 ) 


O 和 
(Go Re) ， 一 (wo FFK) ， 下 二 


/Or YY/ O7 
(Go po 和 完 - 人 sm) 人 丈 让 
Or TY | 
(Go 入 -CoPx) 和 呈 ]| 关 (emdedy 


特别 取 也 ;1 为 基站 数 2 2 放 则 


(6.6.5) 。 a(pi jj) 三 并// ss 关 (ia FK)e 。 了 - (pi o Fr)， 粥 ) 
下 “再 


0 
O77 


7 OV 
(pie Po) 屁 ) 十 
1/ Or O7 
(ee 让 下 于 (pioFr)e， 页 


1 \/ O7 Or 
(wo po 全 届 -oj 入 束 ) 关 mdean 


(@i oFr)e. 


其 中 pioFrk,pjioFr 是 参考 单元 巨 上 的 基因 数 , 都 是 67 的 多 项 式 , 而 .J 王 !( 上 ,7) 
是 上 ,7 的 有 理 亲 数 . 

如 果 aoFrk,weioFrk 和 wjioFr 是 低 次 多 项 式 ,Fx 是 仿 射 变换 , 则 积分 (6.6.5) 
容易 计算 (公式 (6.4.6) 对 计算 这 类 积分 很 有 用 ). 在 一 般 情 形 , 需要 运用 数值 积 
分 公式 , 通常 用 Gauss 求 积 公式 . 

为 了 便于 读者 查阅 , 列 出 三 角形 A(1,2,3) 上 的 Gauss 求 积 公式 


jayg=s 开 WE 区 区) 
NA 及 


其 中 5 是 和 A 的 面积 ,( 工 亿 , 工 总, 工 虽 ) 是 求 积 节 点 的 面积 坐标 ,W; 是 求 积 系 数 . 在 本 
节 的 表 6.1 中 , 列 出 了 求 积 公 式 系数 和 节点 坐标 . 公式 关于 面积 坐标 (Zi 2, 3) 
是 对 称 分 布 的 . 若 表 中 出 现 的 友 ;,Z2;, as 互 异 , 则 经 过 置换 应 有 六 个 求 积 节点 . 若 
表 中 出 现 的 坊 , Za,Zs 有 两 个 互 异 , 则 经 置换 后 应 有 三 个 求 积 节点 . 点 (三 
是 重心 , 若 取 作 求 积 节点 , 则 只 出 现 一 次 ( 见 [29]). 
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6.3 边 值 条 件 的 处 理 


对 于 放 分 的 边界 节点 , 要 根据 边 值 条 件 的 类 型 作 适 当 处 理 , 处 理 方法 和 一 维 
情形 类 似 ( 见 8). 
考虑 Poisson 方程 


(6.6.6) 一 Auv = zy)， (zy ECG. 


G 是 zy 平面 的 一 个 有 界 域 , 其 边界 及 是 分 段 光 滑 的 简单 闭 曲线 . 在 忆 上 给 出 
下 列 边 值 条 件 之 一 : 





(6.6.6)1 寻 太 一 az;,2) (第 一 边 值 条 件 )， 

(6.6.6)。 | 一 Hz (第 二 边 值 条 件 ) 
晤 | 

(6.6.6)3 5 十 ju 三 T(z,y) (第 三 边 值 条 件 )， 
和 六 





其 中 /zalz,y),B(zy3y(zy) 及 jz,y) 都 是 给 定 的 连续 毅 数 . 边 值 条 件 也 
可 以 这 样 给 : 在 盖 的 一 部 分 满足 一 种 边 值 条 件 , 其 余部 分 满足 另 一 种 边 值 条 件 . 

不 妨 假定 G 是 多 边 形 域 , 了 是 G 的 外 边界 . 对 G 作 痢 分, 比如 是 三 角 剖 
分 , 如 图 6.1 所 示 . 图 中 1,2,4,7,8,9,10 是 边界 点 , 3;,5;6 是 内 点 . 同 内 点 一 样 , 在 
界 点 也 引进 基 羡 数 , 引进 的 方法 及 计算 公式 和 内 点 完全 一 样 . 与 任 一 节点 宇 相应 
的 基 珊 数 之 支 集 是 一 切 以 ; 为 顶点 的 三 角 单 元 . 比如 与 内 点 3 相应 的 基 轴 数 之 
支 集 是 单元 A(3,1, 2),A(3,2,6),A(3,6,5),A(3,5,4) 及 A(3,4,1); 与 界 点 1 相应 
的 基 琐 数 之 支 集 是 单元 A(1,2,3) 及 A(1,3,4). 至 于 与 节点 守 相 应 的 项 数 的 个 
数 , 要 根据 节点 丰 的 广义 坐标 的 数 是 而 定 . 比如 线性 元 , 每 一 点 守 的 广义 坐标 数 
是 1, 即 函 数值 wi, 此 时 与 ; 人 记 为 pi. 若 取 Hermite 二 
次 元 为 形状 图 数 , 则 节点 包含 10 个 项 ' 点 1,2,…… ,10 和 11 个 单元 重心 , 编号 为 
11,12,.…… ,21， 对 每 一 顶点 1i :1 入 i 和 10 有 三 个 广义 促 标 即 员 数 值 wi 及 其 
偶 导 数 (uz)i (uv)i 相应 的 基 丽 数 有 = 个 设 为 pi (zji (pyji- 对 每 一 单元 重心 
i:11 和 ii 和 21 有 一 个 广义 坐标 如 和 一 个 基 困 数 wi. 

先 讨 论 第 一 边 值 条 件 . 若 形 状 函 数 是 线性 函数 , 则 就 内 点 写 出 的 方程 (6.6.2) 
形 如 


10 
(6.6.7) >》 al(wi Ju 一 (5 jh)， 7 一 3， 5， 6. 
一 1 


然后 用 边 值 wu = au = al(ziw) (= 1,2,4,7,8,9,10) 代 人 左 端 相 应 项 , 并 移 至 右 
端 , 就 得 出 有 限 元 方程 (三 元 一 次 方程 ). 若 形 状 冰 数 是 Hermite 三 次 函数 , 则 方 
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网 6.1 
程 (6.6.2) 的 具体 形式 是 


21 10 
(6.6.8) >》 alpi oj)u 二 >》 [a((pz)ibepj) (uii+a(py)iei)(us) 
一 | 


一] 


过 六 
21 10 
(6.6.8)? >》 ap (pajj)ui 十 >》 [a((pzji (pz)j) (ua)i+a((py)i (pz)j)(uy) 
zs ==] 
一 (jj (Ppz)7)， =]12… 10， 


21 0 
《6.6.8)3 村 Qi (pyJ7)aui 十 [o((pz)i (py7) (uahi 十 at(Pyji (py)7)(auyj 


1 
2 一 1 “一 1 


本 人 了 = 1,2,.… ,10. 


对 于 内 点 了 = 3,5,6, 上 述 三 个 方程 都 保留 ， 对 于 重心 点 1] = 11,12,…… ,21, 方程 
(6.6.8); 保留 . 对 于 界 点 1 = 1,2,4,7,8,9,10, 方程 (6.6.8)? 和 (6.6.8)s 保留 . 然后 
就 一 切 界 点 守 用 边 值 wu = ax = a(zi%) 代 人 方程 左 端 相 应 项 , 并 移 到 右 端 , 为 
右 端 提供 贡献 . 这 就 得 到 我 们 所 要 的 方程 . 每 个 内 点 有 三 个 方程 , 边界 点 有 两 个 
方程 , 重心 点 有 一 个 方程 , 共计 3x3+7x2+11x1l=34 个 方程 . 对 其 他 类 型 
的 形状 未 数 , 处 理 方法 类 似 . 

现在 讨论 第 二 、 第 三 边 值 条 件 . 因为 它们 是 自然 边 值 条 件 , 可 像 内 点 一 样 在 
边界 点 形成 有 限 元 方程 , 只 不 过 双 线 性 形式 ao(w,v) 因 边 值 条 件 不 同 需要 修改 . 例 
如 对 Poisson 方程 (6.6.6) 和 边 值 条 件 (6.6.6)z>，(6.6.8)a, 相应 的 双 线 性 形式 分 别 
为 (参看 第 五 章 84) 


ul 0Ou0v 
(6.6.9)1 Qi V) 一 儿 [全 十 杂 史 |dzday 


up 6uo0u 
(6.6.9)> au;tb) 三 人 区 二 十 订 守 | dzdgz 十 KLVdsS， 
人 
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有 限 元 方程 右 端 分 别 修改 为 


/ udzdy 十 于 Duds 

C 中 

1 udzdy 十 上 Tuds. 
有 

Cr 


若 注 意 到 基 函 数 支 集 的 局 限 性 , 则 知 曲线 积分 只 对 界 点 及 与 界 点 相 邻 节 点 上 的 
有 限 元 方程 有 影响 . 

最 后 讨论 混合 边 值 条 件 : 在 了 的 一 部 分 太 给 第 一 边 值 , 在 其 余部 分 刀 给 
第 二 或 第 三 边 值 . 这 时 可 用 前 述 方法 分 别处 理 五 和 己 . 忆 , 严 的 交界 点 应 取 作 
剖 分 节点 , 把 它 当 作 第 一 边 值 点 处 理 . 


6.4 “举例 : Poisson 方程 的 有 限 元 法 


至 今 , 我 们 已 讨论 了 有 限 元 计算 的 有 关 问 题 . 这 些 问题 是 : 把 边 值 问 题 化 成 
变 分 形式 , 对 求解 域 作 网 格 剖 分 , 构造 基因 数 (或 单元 形状 郴 数 ), 形成 有 限 元 方 
程 . 

现在 , 我 们 以 Poisson 方程 第 一 边 值 问题 (6.6.6), (6.6.6)1 为 例 说 明 用 有 限 元 
法 解 题 的 主要 过 程 . 

第 一 , 把 边 值 问 题 (6.6.6)，(6.6.6): 化 成 等 价 的 变 分 形式 : 求 we 万 1(G)， 
ur 三 使 


和 


(6.6.10) aluwv) = fluu)， 对 任意 ve 本 (G)， 
其 中 
(6.6.11) a(uw,u) 一 人 几 医 汉 二 + 末 习 |azdy 


第 二 , 对 区 域 G 作 网 格 训 分 . 常用 的 剖 分 有 三 角 痢 分 和 四 边 形 痢 分 . 这 里 我 
们 用 三 角 齐 分 . 首先 在 上 取 有 限 个 点 , 依次 联 成 一 闭 多 边 形 已 (表示 单元 的 
最 大 直径 ), 以 之 近似 代替 卫 , 并 以 及 围 成 的 多 边 形 域 Ch 近似 代替 G. 选取 六 
时 要 注意 尽量 减少 几何 误差 , 必要 时 需 采 用 曲 边 元 和 等 参 变 换 法 . 然后 , 把 Gn 
分 割 成 有 限 个 三 角 单 元 之 和 , 从 而 得 到 Gn 的 一 个 三 角 放 分 (人 参看 图 6.2(a)). 剖 
分 除 满 足 前 已 提 到 的 一 般 性 要 求 外 , 若 有 可 能 从 物理 直观 或 理论 分 析 中 判断 出 
解 v 变化 的 剧烈 部 位 和 平坦 部 位 , 则 在 相应 部 位 应 使 剖 分 作 的 “细密 些 ” 或 “ 粗 
糙 些 ”. 究竟 应 该 怎样 做 前 分 才能 达到 既 经 济 又 能 保证 所 需 的 精度 ?” 这 是 一 个 有 
实际 意义 又 十 分 困难 的 问题 , 目前 主要 依靠 计算 者 的 实践 经 验 和 解 的 后 验 估 计 . 
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确定 网 格 剂 分 后 , 按 一 定 次 序 将 节点 (单元 项 点) 编号 . 第 号 点 的 坐标 记 
为 (四 扩 ). 设 1 = (japa), 用 Au =Alanans) 表示 一 三 角 单 元 , 其 顶点 的 
编号 为 /a ,hz.Aa, 并 且 顶 点 排列 顺序 ja ,pa 1a 符合 逆 时 针 方向 . Su 表示 Au 的 
面积 (参看 图 6.2(b)). 





图 6.2 


第 三 , 构造 基山 数 或 单元 形状 毅 数 .假定 我 们 采取 线性 元 , 则 每 一 节点 《对 
应 一 基 珊 数 wi.wi 的 支 集 是 一 切 以 i 为 顶点 的 三 角 单 元 A， = Ai 四) (Ma = 
i, 12 一 泌 13 = 有. 由 84, 显然 w 在 A， 的 限制 为 (参看 图 4.1 和 (6.4.3) 式 ) 


1 
(6.6.12) (人 Pi 一 也 一 一 一 (ai 十 Di 人 四 下 (全 2 )， 
29， 
其 中 
(6.6.13) 0 一 1 一 ZKO， 一 功 一 詹 ， ci 一 ZK 一 ji 


(6.6.14) 25， 三 7j 纺 |. 


记 

直人 

1 

1 ZK 人 

假若 与 宇 相 邻 的 所 有 节点 是 le(e = 1,2,…… ,mm), 如 图 6.3 所 示 , 则 只 要 在 (6.6.12)~ 

(6.6.14) 中 依次 取 了 = le = lo, 其 中 e= 1,2…… ,mi=1 (图 6.3(a),i 是 

内 点 ), 或 e=12……,m 一 1( 图 6.3(b),i 是 界 点 ), 就 得 出 w; 在 支 集 上 的 表达 式 . 
第 四 , 形成 有 限 元 方程 . 假定 内 点 的 编号 是 1, 2,… ,mi, 界 点 的 编号 是 mwl 十 

1,ml 十 2 .ml 十 m2, 则 有 限 元 方程 为 


7z1 了 1 十 刀 2 
(6.6.15) >》 aoppj)u =( 放 DO) 一 >》 apipj)ai， 了 = 2 ml 
zi 一 1 1 一 人 1 十 1 


其 中 


ai 一 Q(Zi, ui 一 ml 十 1…… ,71 十 m22， 
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1 


(3) {b) 


图 6.3 


(6.6.16) (上 oj) = 人 jpjdzdy == 2 了 1/ 十 bZ 十 Cj)7dzdy， 





AR 
>》 表示 就 所 有 以 7 为 顶点 的 Au 求 和 , 而 
上 帮 
Di 3 1 ou Op7 
(6.6.17) appoj) = / 由 襄 : 论 + 全: 褒 |aad 


一 >》， -5 站 (bb 十 cicj)dzdy 
凡 上 本 


] 1 
一 5 十 cicj)， 
太 
2 一 1 2 ,1 十 ?02， J = 1,2…… 71. 


这 里 >》， 表示 就 所 有 以 红 为 边 的 三 角 单 元 求 和 (;i = 7 时 是 以 了 为 顶点 的 单元 


求 和 ) 出 现在 (6.6.16)，(6.6.17) 中 的 ai pici 及 3， 均 按 公 式 (6.6.13)，(6.6.14) 
计算 


第 五 , 有 限 元 方程 的 解法 . 根据 问题 的 规模 和 计算 机 的 容量 、 速 度 , 选择 适 
当 的 解法 , 如 消 元 法 , 第 二 章 介 绍 的 SOR. 法 , 共 斩 梯 度 法 以 及 本 章 87 将 要 介绍 
的 多 重 网 格 法 . 


第 六 , 编制 程序 , 上 机 计算 . 
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表 6.1 求 积 公式 系数 及 节点 表 
mW TD | 总 伍 虹 


3 点 公式 2 阶 精度 
3 点 公式 2 阶 精 度 
0.333 333 333 333 333 |0.500 000 000 000 000 |0.500 000 000 000 000 |o.000 000 000 000 000| 3 


-0.562 500 000 000 00010.333 333 333 333 33310.333 333 333 333 333 |0.333 333 333 333 333 
0.520 833 333 333 333 10.600 000 000 000 000 10.200 000 000 000 000 10.200 000 000 000 000| 3 


6 点 公式 3 阶 精度 
0.166 666 666 666 667 | 0.659 027 622 374 092|0.231 933 368 553 031|0.109 039 009 072 877| 6 


0.109 951 743 655 322 
0.223 381 589 678 011 



















0.816 847 572 980 459|0.091 576 213 509 771 
0.108 103 018 168 070|0.445 948 490 915 965 
7 点 公式 

0.333 333 333 333 333|0.333 333 333 333 333 
0.736 712 498 968 435|0.237 932 366 472 434 
5 阶 精度 
0.333 333 333 333 333| 0.333 333 333 333 333|0.333 333 333 333 333 

0.797 426 985 353 087|0.101 286 507 323 456|0.101 286 507 323 456| 3 
0.470 142 064 105 115|0.470 142 064 105 115|0.059 715 871 789 770| 3 


0.091 576 213 509 771 
0.445 948 490 915 965 





0.375 000 000 000 000 
0.104 166 666 666 667 


0.333 333 333 333 333 
0.025 355 134 551 932 






0.225 030 000 330 000 
0.125 939 180 544 827 
0.132 394 152 788 506 


















0.205 950 504 760 887 
0.063 691 414 286 223 


0.124 649 503 233 23210.437 525 2438 383 384 
0.797 112 651 860 07110.165 409 927 389 841 
12 点 公式 
0.873 821 971 016 996|10.063 089 011 491 502 
0.501 426 509 658 179|10.249 286 745 170 910 
0.636 502 499 121 39910.310 352 451 033 785 
13 点 公式 
0.333 333 333 333 333|0.333 333 333 333 333 
0.479 308 067 841 92310.260 345 966 079 038 
0.869 739 794 195 598|10.065 130 102 902 216 
0.638 444 188 569 809|0.312 865 496 004 875 


0.437 525 248 383 384 
0.037 477 420 750 088 







0.050 844 906 370 207 
0.116 786 275 726 379 
0.082 851 075 618 374 


0.063 089 011 491 502 
0.249 286 745 170 911 
0.053 145 049 844 816 










-0.149 570 044 467 670 
0.175 615 257 433 204 
0.053 347 235 608 839 
0.077 113 760 890 257 


0.333 333 333 333 333 
0.260 345 966 079 038 
0.065 130 102 902 216 
0.486 903 154 253 160 









人 内 四 二 





6.5 ”数值 例子 
求解 Helmholtz 方程 : 
Av 十 j2u 一 一 1， 于 C， 
= 0， 于 1 
2 于 
Drv 一 人) 2)， 


其 中 大 =5,G=(01)x(0D) 咱 =4CUCDP=45UBD,z 是 首 的 单位 外 
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法 向 . (参看 网 6.4). 


网 6.4 


我 们 用 线性 有 限 元 法 (FEM), 有 限 体 积 法 (FVM) 和 谱 方 法 求解 . 取 网 格 步 长 
太 = 1/N, 先 作 正方 形 网 , 再 作 与 东西 向 平行 的 对 角 线 , 将 它 剖 分 成 三 角形 网 . 就 
N = 64,128,256 用 FEM, FVM 和 谱 方法 计算 , 计算 结果 如 表 6.2. 因为 解 关 于 
对 角 线 5C :yy= 1- zx 对称, 表 6.2 只 列 出 号 C 上 方 的 部 分 数据 . 从 中 看 出 , 谱 
方法 收敛 最 快 , 精确 到 小 数 后 四 位 ,FEM 和 FVM 的 精度 接近 , 分 别 由 上 方 和 下 
方 通 近 谱 方法 的 解 . 











表 6.2 

ER 请 大 
(1/8,7/8) 64 -0.365 136 -0.339 712 -0.350 740 
128 (0.354 236 .0.347 920 0.350 751 
256 -0.351 609 -0.350 032 -0.350 737 
(1/8,31/32) 64 -0.093 005 .0.086 475 -0.089 329 
128 -0.090 213 -0.088 591 -0.089 311 
256 -0.089 540 -0.089 135 -0.089 308 
(1/4,314) 64 1.214 295 -1.130 888 1.166 859 
128 -1.178 386 -1.157 668 -1.166 878 
256 1.169 731 1.164 559 1.166 876 
(1/4,15/16) 64 -0.341 764 -0.318 056 0.328 286 
128 0.331 582 0.325 693 0.328 328 
0.329 129 0.327 658 -0.328 320 
(1/2,1/2) 64 13 -1.653 661 -1.704 545 
128 1.720 947 -1.691 527 1.794 545 
256 -1.708 616 -1.701 271 -1.704 545 
(1/2,3/4) 64 1.607 561 1.498 246 1.545 257 
128 -1.560 386 -1.533 235 -1.545 265 
-1.549 017 .1.542 239 -1.545 264 
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续 表 

{z),2) 谱 方 法 
(1/2,7/8) -0.916 827 -0.854 048 -0.881 063 
-0.889 745 -0.874 152 -0.881 068 
-0.883 218 -0.879 326 -0.881 061 
(1.0) 3.384 657 3.152 834 3.254 590 
3.285 971 3.228 553 3.254 586 
3.262 327 3.248 038 3.254 584 
(1,1/2) -0.062 681 -0.063 598 -0.063 599 
-0.063 379 -0.063 602 -0.063 601 
-0.063 547 -0.063 602 -0.063 602 
(1,314) -0.962 919 -0.899 006 -0.926 543 
-0.935 381 -0.919 506 -0.926 554 
-0.928 745 -0.924 781 -0.926 554 
(1.7/8) -0.632 165 -0.589 335 -0.607 682 
-0.613 629 -0.602 992 -0.607 690 
-0.609 162 -0.606 506 -0.607 684 


习 题 


(实习 题 ) 用 线性 元 求 下 列 问 题 的 数值 解 ; 


Au 一 一 2 一 1<7Z, 2<1， 
tu 人 (zz, 一 1) 一 W(7z,1) 一 0, 一 1<z<1， 
tWz( 一 1,2y) 三 1,uz(1,y) 三 0 -1<yY<1 


(精确 到 小 数 点 后 第 6 位 ). 


“87 “多重 网 格 法 


多 重 网 格 法 是 一 种 解 差 分 方程 , 有 限 元 方程 的 高 效率 的 算法 . 多 重 网 格 法 的 
网 格 剂 分 不 是 一 次 取 定 ， 而 是 由 粗 到 细 取 一 系列 网 格 ， 计 算 时 在 粗 网 格 求 初 什 
( 粗 网 格 校正 ), 在 细 网 格 进行 友 代 (光滑 化 ). 我 们 仅 以 模型 问题 为 例 介 绍 方法 的 
计算 框架 . 
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7.1 ”差分 形式 的 二 重 网 格 法 


考虑 模型 问题 : 
(6.7.1) 一 凡 (z) 一 Fe TEC= (0,1)， 
u(Z) 一 0，2E=({0,1)}. 
取 步 长 
hi 一 2 =0,1.… ，,J 
和 节点 


Gi = {2i = 协 )i 三 1 2 三 2271 一 1 了 三 01 ,了 
关于 Gy 构造 逼近 (6.7.1) 的 差分 格式 : 


和 也 JUi 一 一 (Wi+1 es 234; 十 Li_1)/PS 一 态 ( 广 一 9 


u0 一 WNJ+1 三 0， 1 一 12…… AN， 


记 [7 (ti ,UN ) 工 五 7 二 ( 户 ;…: 人 旺 (6.7.2) 的 系数 和 矩阵 ， 将 
(6.7.2) 写成 矩阵 形式 : 


(6.7.3) 4JU7 = 五 7 或 5 风 (4JyD7 一 五 7) = 0. 
引进 松弛 因子 2w, 构造 迭代 

(6.7.4) U 人 + 一 1 人) -wj13(4JU77 一 五 7) 
由 第 二 章 8$6 例 6.1, 知 47 的 特征 向 量 为 

(6.7.5) er = (sinypjhy)x2， 关 一 12… Na 


相应 的 特征 值 是 
477 Sin” 5HrhJ， 人 = 1 2 Ny， 


迭代 和 卸 阵 My = 工 - wpn247 的 特征 向 量 仍 是 (6.7.5), 特征 值 为 


(6.7.6) Au(w) =1 一 4wsin? rr 
7 次 友 代 误差 
yy 
(6.7.7) D7 人 7) __ 7 7 一 轩 CA (wjen， 7 一 1 ， 2 二 


8 一 1】 
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显然 迭代 (6.7.4) 当 w e (0 辣 时 | | <1, 从 而 Di 加 -UV 一 0(m 一 oo). 现 
亲 虑 (6.7.7) 右 端 各 项 趋 于 0 的 速度 . 在 (6.7.7) 右 端的 和 式 中 , 大 / 对 应 的 是 
高 频 项 (参看 (6.7.5)), 相应 的 jA| 和 p < 1, 例如 当 jpy > 二 (> 之 2 一 二 时 ， 


2 
> 5 从 而 





Sin 一 4 人 





1 
As(ollskil-2ul<1 we (u 5 ) 


特别 本 < 工 , 故 在 迁 代 过 程 中 高 频 项 很 快 喜 减 到 零 . 反之 , (6.7.7) 中 小 
应 的 是 低频 项 相应 的 | As| 接近 1 ( 当 太一 0), 例如 恒 有 
和 1 (w) 久 ] 一 和 尺 J 一 0(y7 一 直 oc). 
故 在 欠 代 过 程 中 低频 项 衰减 的 速度 很 慢 ,这 就 是 各 种 迁 代 法 的 敛 速 随 网 格 变 细 
而 减 小 的 根源 (参看 第 二 章 86). 
另 一 方面 , 从 (6.7.7) 还 知道 , 随 着 高 频 项 衰减 , 迭代 误差 百 = U7” - LU 
将 变 光 滑 . 令 


(6.7.8) DJ = 4jJ(U0 -11J) = ADJ 各) -本 
它 是 次 迭代 的 残 量 , 则 五 满足 
(6.7.9) AJ 百 ) 一 万 让. 


这 是 和 (6.7.3) 相同 的 差分 方程 , 只 不 过 右 端 换 成 残 量 厂 ). 因为 刀 ; 光滑 , 它 比 
U) 更 易 通 近 . 所 以 可 在 粗 网 格 Cj ; 上 求解 百 j,， 为 此 , 引进 由 Gy 上 的 网 格 顺 
数 到 G; 王 的 网 格 羡 数 的 限制 算 子 7: 


(6.7.10)) 刀 J-1 三 7 甩 /， 
并 用 粗 网 格 Gy-1 上 的 方程 
(6.7.11) 4J 1 五 1 一 万 三 1 


代替 (6.7.9). 求 出 吾 -1: = 47D -1 后 , 再 利用 由 粗 网 格 Gy-1 到 细 网 格 Cs 
的 延 折 算 子 >, 得 到 


(6.7.12) 玉 ) = p 丽 ) 1. 
从 而 得 到 U7 的 一 次 校正 : 


(6.7.13) LU7J = U7 秋 ) 一 吾 7. 
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将 此 校正 值 作为 Gy 上 的 初始 近似 再 光滑 化 (一 般 用 迭代 法 ), 就 完成 了 二 重 网 
格 的 一 次 迭代 . 如 此 反复 迭代 , 直至 收 和 敛 为 止 , 这 就 是 二 重 网 格 法 . 
关于 限制 算 子 ">, 最 平凡 的 取 法 是 


区 人 和 [全力 玫 只 方 必 全 省 TECJ_1C CTJ. 
男 一 种 是 取 邻 点 的 权 平 均 , 例如 
(也 站 (2 一 [Du 人 (z 一 几 J) 十 2DJ(zZ) 十 了 J(z 十 尹 J)]， 7TECGJ-1. 
关于 延 拓 算 子 z, 最 简单 的 取 法 是 分 片 线性 插值 , 即 
7 
(2 五 )-1(z)) 王 1 
5| 忆 -1(z 一 六 J) 十 五 J-1(Z 十 玉 J]，7ZEGJ 一 GJ 1， 
五 -1(0) 一 五 1(1) 一 


综合 上 述 , 实现 二 重 网 格 法 的 主要 步骤 如 下 : 
() 光滑 化 . 以 U4 为 初始 近似 , 用 (6.7.4) 迭代 若干 次 得 按 , 例如 迭代 一 
次 , 则 


(6.7.14) 机 = 了 和 一 oh3( 人 4 一 五 J). 


(2) 粗 网 格 校正 . 


(6.7.15) 刀 ) = 4JU -五 (计算 残 量 )， 
(6.7.15)2 让 下 二 (限制 残 量 )， 
(6.7.15)3 连 7-1 二 47 疡 ) 1 ( 粗 网 格 计 算 )， 
(6.7.15)4 LU = 世 7 一 7p 瑟 -1 (校正 )， 

可 缩写 为 

(6.7.15) 责 = 页 -p47lir(47 世 7 - 本 


(3) 光滑 化 . 以 杆 ) 代替 (6.7.14) 的 Uy”, 得 
DJ = 古 - wh3(47 区 7 一 五 ]). 


如 此 循环 欠 代 , 直至 在 要 求 精度 内 收敛 为 止 . 迭代 是 在 相 邻 网 格 Gu G; 
之 间 进 行 , 故 称 为 二 重 网 格 法 . 
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7.2 有限 元 形式 的 二 重 网 格 法 


_ 有限 元 形式 与 差分 形式 的 二 重 网 格 法 没有 本 质 区 别 , 但 生成 限制 和 延 拓 算 
子 更 为 简便 . 对 问题 (6.7.1) 引进 双 线 性 形式 : 


1 
了 本 
af D) 上 LTZ)V (Z)dr 
则 变 分 形式 为 : 求 ve 瑟 (G), 满足 
(6.7.17) aluu) =(j)，voe 本 (G). 
如 前 取 步 长 ij 和 谢 分 节点 Gj = {zi = 放 ) =12… ,Ni=2+1 一 1}7 = 
1,2,… ,JJ. 第 k 层 剖 分 的 单元 K4 = [zzilm =ak 设 Mc 丽 (G) 是 剖 
分 {Kt} 上 的 分 片 线性 元 空间 , 显然 Wai c Ma CC M7. 以 My 为 有 限 元 空 
间 , 求解 (6.7.17) 的 有 限 元 法 为 : 求 wy e My 使 
(6.7.18) au 内) 一 ( 记 丰 )， ? 一 1 2,…: 中 
和 Ny 
其 中 由 E MT Wi(zj) = 6 71 = 7 一 >》 已 失 、 容易 验证 , (6.7.18) 就 是 差 
了:1 
分 格式 (6.7.2) ( 仅 右 端 略 有 不 同 ). 设 算 子 4 : Ar 一 AM 由 下 式 定 义 ; 
(6.7.19) (4kuV) 一 au UV)， VE WAWK， 天 =1)2.… 


则 (6.7.18) 就 是 


Ny 
(6.7.20) hywy = 万 ， 万 = 》 (由 ). 
4 
现在 有 了 一 系列 子 空间 


Afl C AM2C.… CA 


和 算 子 4 : Mk 一 Mk = 12 ,JJ 4 于 Mk 对 称 正定 . 由 (6.7.19) 还 
知道 (4ku0) = (4k+1Vh)， 当 wuvueak. 设 @Q 是 Mi 往 A 的 正 投影 : 
(Qkuu) = (uiue ak, 则 Qr4kHu = 4ku、 显然 47 与 差分 算 子 工 7 (参看 
(6.7.2)) 的 特征 向 量 相同 , 其 特征 值 4 忆 ) 则 是 瑟 7 的 疡 7 倍 , 即 


1 
(6.7.21) 人) = 负 了 lsin2 5Hrjj， 用 一 1 2 NT7: 
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当 /7 一 0 时 44) jp)4Xs Oh 从 而 Cond(4y) 12， 仿照 7.1 节 ， 
可 构造 第 j 层 和 第 j - 1 层 之 间 的 二 重 网 格 迭 代 . 现在 限制 算 子 可 取 为 My 到 
MJ -1 的 正 投影 CQ-1: 


(6.7.22) (GTJ-1UV) = ( UV)， vv E My-1. 


延 拓 算 子 的 一 种 自然 取 法 是 有 一 了 四 ATT_1 5 AT 1 C AT7. 于 是 二 重 网 格 迭 代 
为 : 


(6.7.23) 五 一 2) 一 why(47ugm 一 万) 
(2) 粗 网 格 校正 : 

(6.7.24) DJ = 47J 本 -万 (计算 残 量 )， 

(6.7.24)? DJ =QJ_-iD)J (限制 残 量 )， 

(6.7.24)3 玉 J-1 阁 ( 粗 网 格 计算 )， 

(6.7.24)4 到 J 一 远 J 一 五 J-1 (校正 )， 

可 缩写 为 

(6.7.24) 元 一 五 7 一 47 1Qy-1( 4 一 上 7 
(3) 光滑 化 

(6.7.25) mn) 一 五 J 一 PrJ{ 4 一 万). 


如 此 循环 友 代 , 直至 在 要 求 精度 内 收敛 为 止 . 
7.3 ”多 重 网 格 和 迭代 和 套 和 迭代 技术 


二 重 网 格 法 是 收敛 很 快 的 算法 , 但 在 粗 网 格 校正 步 (6.7.15)s 或 (6.7.24)a 中 ， 
需求 下 列 方程 的 解 : 


(6.7.26) Ai 本 7 1 一 万 7-1。 


这 对 高 维 边 值 问题 可 能 仍 不 经 济 , 为 此 可 将 二 重 网 格 迭 代用 于 J--1 和 JJ 了 -2 层 ， 
得 到 包括 jy 了-1 和 JjJ-2 层 的 三 重 网 格 法 . 假定 在 J-- 1 了 一 2 层 用 7 次 二 重 
网 格 和 迭代 解 (6.7.26), 则 在 ,7 - 2 层 需 > 次 解 方程 4 ?已 7 -= 万 六 2(n? 次 修改 
已 /_?). 为 此 又 需 在 J 一 2,J- 3 层 用 二 重 网 格 法 . 如 此 下 去 , 直至 包括 J+1 层 
{J IJ 一 1 ,10}. 第 0 层 对 应 初始 网 格 Go, 可 精确 求解 4o Po = Do (也 可 用 


, 268 . 第 六 章 Galerkin 有 限 元 法 


和 迭代 法 )， 如 此 的 (y + 1D) 层 迭 代称 为 多 重 网 格 法 (Multi-Grid Method), 简 记 为 
MGM. 

以 上 我 们 是 用 了 -1 层 的 7y 次 多 重 网 格 欠 代 代替 精确 求解 (6.7.26). 在 了 层 
调用 一 次 MGM, 会 引起 在 J -- 1 层 调 用 7 次 MGM, 进而 引起 在 了 - 2 层 调用 
?2 次 MGM, 如 此 等 等 . 通常 取 7Y = 1 或 2. 取 J=47=1 时 的 运算 顺序 如 图 
7.1. 五 线 谱 符 号 表示 层 数 ,其 形状 似 V, 故 也 称 为 V 循环 . 7 = 2 的 运算 顺序 如 
图 7.2, 其 形状 似 W, 故 也 称 为 W 循环 . 





岁 7.1 y=1J=4 的 一 次 多 重 网 格 和 迭代 
S: 光滑 步 ; RR: 残 基 限 制 ; 妃 : 0 层 求 解 ; p: 校正 


SR 


图 7.2 


多 重 网 格 法 是 一 个 由 细 网 到 粗 网 的 计算 过 程 , 为 在 细 网 格 Gy 上 解 4yUrzy = 
忆 ), 把 它 化 为 在 一 系列 粗 网 格 Gv-， Gy-2，…… ,Go 上 求解 . 与 此 相反 , 数值 分 析 
常用 的 一 种 所 谓 套 迭代 法 是 一 个 由 粗 网 到 细 网 的 计算 过 程 , 粗 网 的 计算 结果 为 下 
一 层 细 网 的 计算 提供 初始 近似 . 套 欠 代 和 任 一 种 迁 代 法 结合 (比如 SOR 法 ) 就 
产生 各 种 套 迭 代 技 术 . 由 套色 代 法 逐步 得 到 的 近似 解 i, 五 ，…… , 苹 7 可 用 于 估 
计 误 差 , 为 自动 选 步 长 提供 依据 ; 还 可 用 外 推 技术 提高 解 的 精度 (参看 [18],[19]). 


88 初 边 值 问题 的 有 限 元 法 
Galerkin 法 以 及 由 此 发 展 起 来 的 有 限 元 法 也 可 用 于 解 初 边 值 问题 ( 非 驻 定 


问题 ), 包括 抛物 型 方程 和 双 曲 方程 . 此 时 将 时 间 变 量 上 看 成 参数 , 用 虚 功 原理 将 
初 边 值 问题 化 成 变 分 形式 , 然后 用 Galerkin 有 限 元 法 求解 . 
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8.1 热传导 方程 


考虑 热传导 方程 的 初 边 值 问 题 ; 
(6.8.1)1 二 = Au+ 六 (2 切 <EGCR2t> 0 
(6.8.1)2 u(Z,Vi0) 一 功 ( 7 (ZJ E C， 
(6.8.1)3 uac 一 0，t 上 > 0， 


2 有 D24 


其 中 Av = 于 5 = lz 由 ,G 是 具 光 滑 边 界 9G 的 平面 有 界 域 . 设 对 固 
定 的 上 > 0, 解 wz,yi 关于 (z,y) 属于 C2(G). 以 ve BIG) 乘 (6.8.1)1 两 端 
并 积分 , 得 


(6.8.2) 人 (部 一 人 Au 一 1 vdzdy = 0. 


利用 Green 公式 和 边 值 条 件 (6.8.1)3, 得 


OU oo 600 
人 如 亚 起 + 珊 刺 -jjdzdty=0 


引进 双 线 性 形式 和 妈 (G) 内 积 ;: 


ouov oOuDu 
az ) 一 和 (灵光 十 胞 吏 jazdy 
(六 ) 三 人 Joandy 
则 初 边 问题 (6.8.10)1-(6.8.1)s 的 变 分 形式 为 : 求 wz;y : 坟 e 到 (G) ( 视 上 为 参数 )， 
满足 
(6.8.4)1 ( 双 ,v +aluv) = 一 (juv)，Yoe(G)， 
(6.8.4)2 ut( ZU 0) 一 W(Z, 2 
并 称 如 此 的 ， 为 初 边 问题 (6.8.1) 的 广义 解 . 
在 砚 中 取 一 m 维 子 空间 友 , 所 谓 Galerkin 法 就 是 求 含 参数 上 的 函数 
woit) Er 人 >0), 满足 


(6.8.3) 


(6.8.5)1 ( 始 ,m) 十 afthy oh) 三 ( 放 1 )， YUE CE 
(6.8.5)2 (u(Z, Wi 0),VP) = (Ww, up)， VUn E 忆 N. 


在 DAn 中 取 定 一 组 基底 91 ,02， 和 , 0 将 1 玉 表 为 


wh(z;2;t 一 Hb)gi(z, 引 ， 


=1 
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代 到 (6.8.5), 并 取 wu = 他, 就 得 到 关于 让 人 轨 ,jn 人 的 常 微分 方程 组 : 
(6.8.6) >, 他 各 + 2 ale 的 )/ 一 (他 )， 7 一 1 也 


初始 条 件 可 按 (6.8.5)? 或 其 他 方法 给 出 . 若 按 (6.8.5)>。 取 初 值 wn(z,Wi0) = 
>》_ Hai(0)d: 则 点 (0) 由 下 列 方程 组 确定 : 
一] 
(6.8.7) 2 (由 邮 )1a(0) = ( 力 而 )， 了 一 2 

4 
至 此 我 们 得 到 了 半 离 散 化 Galerkin 方程 (6.8.5); 或 (6.8.6). 若 进一步 对 时 间 + 
离散 化 , 就 得 到 全 离散 化 Galerkin 法 . 例如 用 向 前 差 商 (向 前 Euler 格式 )， 
(688) 一 岂 on)+ato) = (Po 0 


用 同 后 差 商 (向 后 Euler 格式 )， 


1 1 
(6.8.9) 了 (wh 4 to) 时 at ,Un) 一 ( 卢 2 用)， 见 一 0， 1， 人 
或 用 Crank-Nicolson 格式 (改进 的 Euler 折线 法 ) 
1 1 
(6.8.10) 一 (R 一 2 ) 十 5Q(uA 十 4 oh) 一 (oh)， 克 = 王 0,1……， 


其 中 上 标 mn 表示 在 上 = 直 =mr 的 近似 . 

特别 大 对 域 G 作 三 角 剖 分 , 并 取现 c 丽 为 分 片 多 项 式 函 数 空 间 , 则 前 述 
Galerkin 法 就 是 有 限 元 法 .以 前 各 节 关 于 有 限 元 空间 的 构造 和 算法 都 可 用 到 抛 
物 方程 . 

注意 全 离散 格式 是 由 常 微分 方程 组 (6.8.5)1 或 (6.8.6) 离散 化 得 到 的 , 所 以 
需要 讨论 它 的 稳定 性 (参看 第 一 章 ). 作为 例子 , 我 们 证 明 格式 (6.8.10) 关于 初 值 
稳定 . 在 (6.8.10) 中 取 加 = +1 一 如 ,了 = 0, 得 
(6.8.11) 一 ut 一 用人 十 5 ?+ 十 了 ant 一 M) 一 0; 
其 中 上 小 .| 表示 2 范 数 . 利用 a(.,…) 的 对 称 性 得 

到 十 ] 


Q(tn+1 十 1， 4 一) 一 GCCL 


其 中 | | 是 半 模 . 于 是 由 (6.8.11) 得 


和 一 a(ot) = ut 全 二 人 


ME 


由 Poincare 不 等 式 知 稳定 性 得 证 . 


8$8 ” 初 边 值 问 题 的 有 限 元 法 - 271 . 


8.2 波动 方程 


考虑 波动 方程 的 初 边 值 问题 : 
(6.8.12)1 一 Au (zy)EGCR2，t>0， 
(6.8.12)> uU(TZ,330) 一 go(z;)， ui(z 信 0) = gr)， 
(6.8.12)3 use 一 0， 上 > 0， 
其 币 记 ， 一 2,G 是 具 光 滑 边 界 9G 的 平面 有 界 域 . 与 前 述 方法 类 似 可 
得 到 (6.8.12))-2-3 的 变 分 形式 
6.8.13 1 必 u) 一 
(6.8.13)) (起 十 Qu) 一 0,YuE 瑟 0(G)， 
(6.8.13)2 u( ZUO) = go(Z, yut(T, Wi0) 一 9gi(z,y)， 


并 称 如 此 的 解 为 初 边 值 问题 (6.8.12); ->-s 的 广义 解 . 
在 责 中 取 一 ” 维 子 空间 雄 . 所 谓 Galerkin 法 就 是 求 含 参数 上 的 函数 
wh 人 (zitErmnlt>0), 满足 


D20 
(6.8.14)1 ( 2 ,nj 十 QuUh UVUh) 一 0， Von E Un 





(6.8.14)> (unfz,Vi0), Un ) 一 (9o, un)， ( 巡 (Z,y;0)， wj) = (9 Vi)， Yu ET 


在 In 中 到 定 一 组 基底 pl,pa…… ,pn 将 u 表 为 
ua 人 (zt 一 >， Hai(t)pi(z;2)， 


= 


代 到 (6.8.14)1-2, 并 取 wh = 2 让 就 得 到 关于 品 …… ,An 的 党 微分 方程 组 : 


亿 qd2 1 也 
(6.8.15)) >》 ， (pi oj) 末 汪 + apotpj)m =0，7 了 =12 2 
2 1 一 1 
初始 条 件 为 
ai(0 
(6.8.15)。 让 0)=a， 一 忆 


其 中 万 (0) 和 5 io 按 (6.8.14)i-? 确定 : 
(6.8.16) 。 (popj)Mai(0) = (go,p)， 


三 (Pi pi) 





= (91， 1) 7 一 1 2 … 17 


. 272 . 第 六 章 ”Galerkin 有 限 元 法 


这 样 我 们 就 得 到 半 离 散 化 Galerkin 方程 (6.8.15)1-(6.8.16). 这 是 一 个 二 阶 常 微 
分 方程 组 . 
为 得 到 全 离散 化 Galerkin 方程 , 需 用 差分 法 对 时 间 上 进一步 离散 . 设 时 间 步 
长 为 
下 0 了 一 人)， 
太一 Up(zUitn). 引进 差 商 符号 


Bi 一 (一 2 达 十 雁 -)/r2， 


工 
t 人 一 (1 十 20 十 丰 -10)/4， 


则 得 全 离散 Galerkin 方程 , 例如 


显 格式 
(6.8.17) (8izzj hh) 十 Qu oh) 一 0， Von ED， 
隐 格 式 
(6.8.18) (Dizuh; UVh) 十 Q [加 ou 一 0， Yo Er 太 . 


特别 若 取 太 为 有 限 元 空间 , 则 得 Galerkin 有 限 元 法 . 可 以 证 明显 式 (6.8.17) 
条 件 稳定 , 隐 式 (6.8.18) 恒 稳 定 (参看 [8]). 


名 词 索 引 


A 了 
Adams 内 插 法 , 14, 15，19,，20，22: d'Alember 公式 ,151 
Adams 外 插 法 , 11, 13, 16, 20, 26, 41, 44 Dirichlet 条 件 , 176 
ADI 法 ( 交 蔡 方向 隐 式 法 ),， 137 Du Fort-Frankel, 格 式 , 131 
Adini 元 , 242 代数 准则 , 121, 127, 132 
A 稳定 , 48, 49, 50 单 步 法 , 10, 30 
单元 刚度 托 阵 ,224, 225,，252 
也 单元 形状 函数 ，221，222，237，247，252， 
Beam-Warmin 格式 ,173 257， 258 
半 离 散 化 Galerkin 方程 , 270,， 272 等 参 变换 248 
保守 场 , 197，228 对 称 算 子 ,194 
比较 定理 , 83 对 流 占 优 扩散 方程 , 175, 177,，179 
变 分 法 的 基本 引 理 ,188, 189 对 偶 单 元 , 63, 77-80 
变 分 原理 , 183，186, 195 对 偶 剖 分 , 60 ,71, 77, 133 
波动 方程 , 150, 152, 153，158, 161, 271 多 重 网 格 法 (MGM)， 259, 262,， 268 
不 完全 因子 分 解法 , 83, 101，102 
也 
CC Euler 法 , 1 
Cauchy 问题 , 107，162，163 Euler 折线 法 ,270 
CFL 条 件 , 157 Euler 方程 , 196 
Crank-Nicolson 格式 (六 点 对 称 格式 ), 110 二 次 函数 , 206 
插值 函数 , 230 二 次 元 , 232 


差分 格式 , 55，57, 60, 63，64，66，68，72， 
76，79，80，85，102，107-116， 


二 重 网 格 法 , 263, 265-267 


119-121, 123-128, 132, 133, 135， 下 

136，139，145，147，153-157， FFT 算法 , 211, 213 

159, 166-170, 172-174, 177-181， Fourier 方法 , 121, 122, 125-128, 131, 136， 

263,，266 145, 154, 167, 171, 173 
乘积 型 插值 公式 , 238, 240 Fourier 谱 方 法 , 211, 215, 216，220 
初 边 值 问题 (混合 问题 )，221，268，269， F- 范 数 , 131，132 

271 泛 函 数 , 185，192，193,，196,，199, 223 
初 值 稳定 , 114, 115, 120, 121, 123 仿 射 恋 换 ，222，227，231，235，238，244， 


次 参 变 换 , 250 247-254 


. 274 . 名 词 索 引 


一 


非 正则 内 点 ，68，72，73，82，84，85，133， 
134 
分 数 步 长 法 , 136-138，143 


G 

Galerkin 法 , 207, 209, 211, 215, 222, 226， 
252，268-271 

Ganuss 求 积 公 式 ，236,，254 

Gauss-Seidel 法 ， 93 

Green 公式 ,199 

Gronwall 不 等 式 , 9 

刚性 比 , 48 

刚性 问题 . 47 

根 条 件 , 24 

共 斩 梯 上 度 法 , 86, 98 100，104. 106 

广义 解 , 196，197, 269, 271 

广义 人 符 杯 ， 238 


也 

Helmholtz 方 种, 260 

Hermite 一 次 元 ，236 

Hermite 卉 ,231, 234,， 240，242，246 
盒 式 格式 ，170 


JJ 

Jacobi 和 迭代 , 91 

Jacobi 行列 式 ，248, 249,， 251, 254 

各 分 折 什 法 ，134 

各 分 守恒 差分 恪 式 , 169 

基本 序 询 ，187 

其 责 数 ,55, 206, 210, 211, 214，215，218， 
221，227，228，232 242，245， 
246、252, 254，255，257，258 

慌 小 位 能 原 埋 , 196,，201 

极 值 定型 , 80,83，85，136 

极 坐 标 形 式 的 差分 格式 , 74 

交 枕 方 向 迭代 法 , 94, 97 

做 断 误 益 ，56 50，61，62，65，66，69 72， 


76 78, 80. 81, 84. 109 111，113. 


119，127，134，136-140，152， 
156，、158，167，171，173，174， 
177，180 

紧 致 支 集 ,191 

九 点 差分 格式 , 70 

局 部 截断 误 益 , 23 

证 彤 剖 分 ,105,，237 

矩形 元 , 237 

决定 域 , 151，163 

绝对 稳定 性 ，38 

绝对 稳定 域 , 21, 38, 40 -44,，47,， 48 

星体 误差 , 4,18, 23 


L 

Lax-Friedrichs 格式 ，170,，171，172 
Lax-Wendroff 格式 ,173 

LOD 法 (局 部 一 维 法 )，137 
离散 内 积 , 214, 220 

离散 Fourier 系数 , 214 
连续 性 条 件 ,195, 200, 205 


MI 
MacCortmack 格式 ，173 
面积 坐标 , 243-245，254 


N 

能 量 , 187, 196,，201 
拟 谱 方法 , 218,，220 
粘 性 差分 格式 ,171 


也 

Poincare 不 等 式 ，194, 230,，270 
PR. 友 代 法 , 94, 105 

侦 上 游 格式 ,174 


忆 
曲 边 纶 郊 ，237 
全 离散 化 Galerkin 方程, 270，272 
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R. 

Richardson 从 代 , 90 

Richardson 格式 , 111-114，117，126 
Riemann 不 变量 , 161 

Ritz 法 ,206 

Ritz-Galerkin 法 , 205，209 
Runge-Knutta 法 , 21, 30,， 37, 41， 47 
热传导 方程 , 119, 120, 126, 131，137, 269 
任意 四 边 形 单元 , 221 


5 

Schwarz 不 等 式 ,187 

Sobolerv 空间 , 190，192，222 

SOR 法 (逐次 超 松弛 法 ), 92 

三 次 元 , 234-236, 255 

三 角 单 元 , 76, 246， 255,， 257-259 

三 角 剖 分 , 76, 79, 242, 247, 255,， 257, 270 

三 角 网 差分 格式 , 76，79 

三 角形 元 , 242 

试探 两 数 ，222，233，237-240，242，245- 
247 

试探 丽 数 空间 ，222，226，231-235，240， 

242, 247，252 

数值 边界 条 件 , 177 

数值 积分 法 , 2, 11, 17 

双 遇 方程 组 , 107, 159-163, 166, 169,， 171， 
172， 174， 221，268 

双 线 性 泛 函 ( 双 线 性 形式 ), 193 


开 

Taylor 展开 法 , 30, 31, 33 

套 和 迭代 法 , 268 

特征 , 86-88, 90-93, 95, 99, 116-119, 129， 
131，161，166，168，170，172， 
175-179，207, 263,，266 

特征 多 项 式 , 8, 23, 24, 27, 41, 45, 46 

特征 方向 , 150，160 

特征 关系 , 160 

特征 曲线 ，160 


条 件数 , 86-88, 99-101,， 104 
跳 蛙 格 式 ，174 
椭圆 方程 , 56, 91, 166, 205 


V 
V 循环 ,268 
von Neumann 条 件 ,123-127，129，130 


WV 

W 循环 , 268 

外 推 法 ,51-53 

外 推 数 值 边 值 条 件 ,，17&8 

网 格 函 数 , 57，58， 62, 69, 83, 85,， 101 

网 格 剖 分， 55，56，60，68，77，222，231， 
247, 253, 257,， 258，262 

稳定 , 4，5, 21..24，26, 27，29, 31，32, 37， 
38，40，41，43-48，50，51，85， 
148, 177,， 180, 181,， 270,，272 

稳定 点 ,185 

稳定 性 , 23，58，59, 80, 85, 100, 111-113， 
115，121，125，127-130，132， 
135-138，146，147，175，177， 
270 

五 点 差分 格式 ,68, 69, 71, 72, 75，79，84， 
87, 88, 91, 93, 94, 98, 100, 101， 
104 


又 

双 二 次 函数 , 239, 250 

双 曲 方程 ,107，159-162，165，166，169， 
171-173，221，268 

双 三 次 师 数 , 240 

双 线 性 函数 , 238,， 247-249 

先 验 估计 , 9, 59 

弦 的 平衡 , 185，186， 196 

显 格式 , 108, 111, 112，132, 135，136., 272 

限制 算 子 , 264, 265,，267 

相 容 禹 近 , 119 

相 容 条 件 , 58,，119, 120 
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相 容 性 , 22, 23, 31, 45 

向 后 差分 格式 ，109，110，112，114，116， 
120，121，126，132，134-136， 
140 

向 前 差分 格式 ，108，110，112，113，116， 
118，120，121，124-126，134， 
135 

性 质 (4), 89 

虚 功 原理 ，197，198，203 -207，226，228， 
268 


立 

延 拓 算 子 , 264-267 

一 般 迭 代 法 , 89 

一 次 元 , 231, 232，236,，237 

依存 域 , 151，163 

隐 格 式 , 109-111,，127,， 135- 137，272 

隐 式 迎风 格式 , 180 

迎 愉 格式 , 169, 181 

影响 域 , 151， 163 

有 限 元 方程 , 221, 223-226, 228, 229, 231， 
233，236，237，247，248，252， 


253, 255-259，262，272 

右 端 稳定 , 114, 115， 120 

预 处 理 共 钨 梯度 法 , 98，100, 101，104 
预 - 校 法 ，137 


L 

增长 因子 , 123, 173 

正定 算 子 , 195 

正定 性 , 195，200 

正六 边 形 网 差分 格式 , 80 

正 一 角 网 差分 格式 , 79 

正则 内 点 , 68，71，72，81, 84, 85 

直接 差分 化 法 , 55, 60 

中 心 差 分 格式 ，57，145，147，173，177， 
179, 181 

周期 边 值 条 件 ，121，122，126，154，176， 
211 

驻 点 ,185 

自然 边 值 条 件 , 197, 203,， 256 

总 刚度 矩阵 , 224-226, 228,， 252 

最 佳 松弛 因子 , 92 
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